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Re´sume´
Les principal objectif de cette recherche est de de´velopper un module nume´rique d’optimi-
sation de syste`me de supports de moteurs. La me´thode de design propose´e permet d’obtenir
rapidement des valeurs cibles de raideur des supports. Cette me´thode constitue la premie`re
ite´ration du processus de design d’un support de moteur et permet de limiter le nombre
d’ite´rations ou de prototypes ne´cessaires a` la conception des supports.
La pie`ce de caoutchouc a e´te´ caracte´rise´e expe´rimentalement a` l’aide d’une machine de
traction harmonique. La pie`ce est caracte´rise´e pour une vaste gamme de fre´quences, d’ampli-
tudes et d’orientations pour permettre de repre´senter le comportement de la pie`ce in situ. Des
diffe´rences de raideur (20 a` 30%) et d’amortissement (90%) sont observe´es selon la fre´quence
et l’amplitude de solicitation. Les courbes expe´rimentales de la raideur et de l’amortisse-
ment sont exprime´es en fonction des diffe´rents parame`tres de caracte´risation. Les courbes
propose´es posse`de une tre`s forte corre´lation avec les re´sultats expe´rimentaux.
Une nouvelle me´thode d’obtention des forces ge´ne´re´es par le fonctionnement du moteur
a e´te´ propose´e par Martine Lavoie (2009). Cette me´thode consiste a` remplacer les isolateurs
par des capteurs de forces en plus d’instrumenter les points d’attache du moteur avec des
acce´le´rome`tres. Les forces mesure´es sont corrige´es par le calcul des pseudo-forces inertielles.
Dans le pre´sent me´moire, la me´thode est ame´liore´e pour mieux tenir compte des rotations
du moteur : les mouvements du moteur sont de´termine´s par la me´thode des moindres carre´s
et les forces sont corrige´es en utilisant les proprie´te´s d’un seul corps rigide.
Un mode`le du moteur et de ses supports est construit en se basant sur les e´quations dyna-
miques d’un corps rigide supporte´ par des e´le´ments de´formables. Les courbes expe´rimentales
caracte´risant le comportement non-line´aire des supports sont utilise´es dans le mode`le. Le
mode`le construit dans le domaine des fre´quences permet de tenir compte de certains phe´nome`nes
propres au domaine du temps, a` savoir : le comportement d’une structure non-line´aire sous
l’effet de forces a` plusieurs fre´quences et l’effet de saut a` la re´sonance. Il est de´montre´ que le
mode`le non-line´aire permet d’e´valuer les fre´quences naturelles avec beaucoup plus de pre´cision
qu’un mode`le line´aire classique. De plus, le mode`le non-line´aire permet de mieux refle´ter le
couplage entre les modes et les de´forme´es in situ.
Une se´rie d’optimisations de la raideur des supports est re´alise´e a` partir du mode`le non-
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line´aire du caoutchouc. L’hypothe`se que les composantes non-line´aires des supports sont pro-
portionnelles a` la raideur statique est utilise´e. La correspondance directe entre la contribution
de raideur nominale et les termes de non-line´arite´ a d’ailleurs e´te´ observe´e expe´rimentalement.
La performance de trois crite`res d’optimisation est analyse´e, soit : le de´couplage des modes,
la limitation de la corre´lation entre les forces et les modes, puis la limitation de la corre´lation
avec e´vitement de fre´quences a` proble`mes. Les re´sultats obtenus sont proches de la solution
actuellement retenue par le fabriquant du ve´hicule. E´tant donne´ que les proprie´te´s du sup-
port actuellement utilise´ sont juge´s ade´quates par le fabriquant et son client, il est possible
de conclure que la solution issue de l’optimisation est valable.. D’autres validations seront
cependant ne´cessaires pour certifier de´finitivement la me´thode d’optimisation.
Une e´tude de sensibilite´ sur les solutions de l’optimisation a e´te´ re´alise´e. Il s’ave`re que l’al-
gorithme tend a` converger vers des plages de solutions robustes. Meˆme si les valeurs retenues
ne sont pas ne´cessairement les plus performantes. En pratique, la fabrication d’un nouveau
support ne permet pas d’obtenir une raideur tre`s pre´cise. Il est donc ne´cessaire d’e´viter des
solutions pour lesquelles des valeurs avoisinantes de raideurs me`neraient a` des performances
nettement moins efficaces du syste`me de tampons d’ancrage du moteur.
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Abstract
The main purpose of this research is to develop a numeric tool to optimise engine mount-
ing systems. The design method proposed is intented to be the first step of the design of new
engine mounts and reduce the number of iterations and prototypes.
A selected engine mount was caracterized using a harmonic traction machine. The engine
mount was tested over a wide range of deformations, frequencies an orientations according
observations on the vehicle. Depending on the frequencies and the displacements, significant
differences in the stiffness (20-30%) and damping (90%) are observed. The experimental data
is fitted with mathematical expressions with good correlation..
A new way to obtain the forces exerted by the engine on his mounts was proposed by
M.Lavoie (2009). The engine mounts are replaced by force sensors and the attachment points
of the engine are instrumented with accelerometers. The measured forces are corrected by
the computed inertial pseudo-forces. This method was improved in the present thesis to have
a better handle the comutation of moments. The engine motions are determined using a least
squares formulation and using the inertial properties of the engine.
An analytical modeling of the engine is carried out using the dynamics of a rigid body sup-
ported by flexible elements. The non-linear rubber mounts properties are included in model
using the experimental curves for stiffness and damping. The frequency domain model can
handle time domain observed phenomenons such as combinatory effects of multiples input
forces and jump effect at resonance. It is shown that the non linear model evaluates the nat-
ural frequencies and the coupling between modes with better precision than a linear model.
Some optimisations are carried out using the non linear model. The hypothesis that the
non linear terms are proportional to the linear terms is used. This hypothesis was observed
experimentaly. Three optimisation criteria are used : modes decoupling, limitation of the
correlation between natural modes and engine forces and limitation of the correlation with
frequency avoidance. The results and the performance level are close to the solution that was
implemented using the proposed optimisation method. Some more validations for different
cases are needed to fully qualify the process.
A sensitivity study on the possible solutions is conducted. The algorithm tends to con-
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verge to robust areas which are not necessarily the optimal solutions. In reality, it is not
posssible to obtain precise stiffness values with the manufacturing process. Then it is manda-
tory to avoid surrounding values that will lead to a much less effective engine mounting design.
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1CHAPITRE 1
INTRODUCTION
Les moteurs et les machines tournantes sont des sources de vibration et de bruit nuisibles
qui provoquent de l’inconfort aux humains expose´s. Lorsqu’induites dans une structure, ces
vibrations peuvent aussi causer des proble`mes d’usure pre´mature´e et de rupture en fatigue.
Il est donc primordial dans le design d’une structure de pre´voir des dispositifs permettant
d’isoler les sources de vibrations pour prote´ger la structure et les utilisateurs. Le partenaire
industriel de ce projet, Soucy Baron Inc., est un spe´cialiste de la fabrication de supports de
moteurs en e´lastome`res. Ces supports de moteur ont pour double objectif, d’abord de soutenir
le poids du moteur mais aussi d’isoler le chaˆssis des vibrations engendre´es par le fonction-
nement du moteur. La conception de ces syste`mes d’isolation demeure difficile puisque ces
pie`ces doivent satisfaire divers crite`res de performance et de durabilite´ qui sont parfois contra-
dictoires.
La vibration du moteur transmise au chaˆssis cause des vibrations dans l’habitacle et pro-
voque le rayonnement acoustique. Voila` pourquoi le controˆle passif des vibrations fait l’objet
de recherches depuis l’apparition des supports de moteurs en caoutchouc au de´but du sie`cle
derneir. L’isolation des vibrations dues au fonctionnement du moteur doit re´pondre a` des
crite`res de plus en plus se´ve`res. Les voitures et les ve´hicules motorise´s sont soumis a` des
normes environnementales sur le bruit rayonne´ par la structure vibrante. De plus, le confort
physique et acoustique des passagers est devenu un crite`re important de se´lection, parti-
culie`rement dans le domaine automobile. Pour demeurer compe´titifs les fabriquants doivent
sans cesse innover pour produire des ve´hicules plus confortables et moins bruyants.
Certains fabriquants d’automobiles utilisent des syste`mes d’isolation actifs ou semi-actifs.
Les supports comportent souvent un fluide interne qui permet entre autres d’augmenter le
facteur de perte. Ces syste`mes sont cependant plus couˆteux et s’adaptent mal au contexte des
ve´hicules re´cre´atifs - ve´hicules hors route ou motoneige - parce que les couˆts de fabrication
doivent demeurer le plus bas possible. C’est pourquoi les isolateurs en caoutchouc sont encore
utilise´s. Le caoutchouc permet d’obtenir a` faible couˆt des pie`ces offrant une bonne re´sistance
en fatigue et aux chocs, en plus d’eˆtre efficaces dans une vaste gamme de tempe´rature et
d’eˆtre chimiquement stables. Par conse´quent, ces pie`ces re´pondent bien aux exigences du
milieu hostile dans lequel ils sont utilise´s.
2Dans le contexte du ve´hicule re´cre´atif, il est souhaitable d’atteindre de bonnes perfor-
mances tout en respectant le contexte e´conomique de l’industrie. Pour y parvenir, il est
ne´cessaire de bien comprendre les phe´nome`nes dynamiques en jeux et de de´velopper des
me´thodes de design a` partir de ces connaissances. A` ce jour, les me´thodes de design base´es
sur des me´thodes analytiques n’ont pas tout a` fait comble´ les attentes des industriels, no-
tamment parce que ces me´thodes ne tiennent pas compte des non-line´arite´s du caoutchouc
et du couplage des modes de mouvement rigide du moteur avec ceux du chaˆssis.
L’objectif de ce travail est de de´velopper une me´thode semi-analytique de design. Pour
y parvenir, le cas d’un ve´hicule type sera e´tudie´. D’abord, un mode`le analytique du moteur
et de ses supports sera de´veloppe´ puis compare´ aux re´sultats de tests expe´rimentaux. La
plupart des me´thodes actuelles de design se basent sur les analyses modales. Cependant, la
se´lection de fre´quences naturelles et de de´forme´es modales ne se traduit pas toujours par une
meilleure performance du syste`me d’isolation. C’est pourquoi des essais expe´rimentaux sont
utilise´s pour reconstruire les forces exerce´es par le moteur en re´gime permanent. Ces donne´es
sont utilise´es dans le mode`le et permettent de bien optimiser le comportement in situ du
ve´hicule.
Ce me´moire est divise´ en 7 chapitres. Le chapitre deux passe en revue les e´le´ments perti-
nents a` la mode´lisation, a` la caracte´risation et a` l’optimisation de pie`ces en e´lastome`res. Le
troisie`me chapitre pre´sente les objectifs spe´cifiques de ce travail ainsi que la me´thode utilise´e.
Le chapitre 4 pre´sente les principaux travaux expe´rimentaux qui ont e´te´ re´alise´s. Les travaux
expe´rimentaux ont pour but d’anlyser et de comprendre le comportement dynamique du
moteur. Les re´sultats serviront de base a` la validation du mode`le e´tudie´ dans le chapitre 4.
Le comportement non-line´aire des supports est quant a` lui caracte´rise´ et analyse´ au chapitre
5 . Dans ce chapitre des phe´mome`nes dus au comportement non-line´aire des supports sont
mode´lise´s. Le chapitre 6 pre´sente un mode`le base´ sur les courbes de caracte´risation obtenues
et des optimisations sont re´alise´es a` partir de ce mode`le. Finalement, le chapitre 7 constitue
une discussion sur le projet.
3CHAPITRE 2
REVUE CRITIQUE DE LITTE´RATURE
Cette revue de la litte´rature de´montre l’e´tat de l’art du processus de design des supports
de moteurs ainsi que le positionnement du pre´sent travail par rapport a` ce qui a e´te´ accompli
jusqu’a` pre´sent. La proble´matique du controˆle des vibrations ge´ne´re´es par un moteur a` pis-
tons a inte´resse´ plusieurs chercheurs et industriels. Il est convenu et bien documente´ que la
strate´gie utilise´e pour fixer le moteur a une grande influence sur le comportement dynamique
et sur les vibrations ressenties par l’utilisateur du ve´hicule. Le processus de design doit se
baser sur une solide compre´hension des phe´nome`nes dynamiques et du comportement du
caoutchouc. A` partir des mode`les construits, il est possible de mener une optimisation des
parame`tres cible´s.
Afin d’e´tablir une me´thode de design ou d’optimisation, les me´thodes de mode´ -lisation des
phe´nome`nes dynamiques pre´sentes dans la litte´rature sont pre´sente´es. Suivront les me´thodes
de caracte´risation et de mode´lisation du caoutchouc. Puis les me´thodes de design base´es sur
des mode`les dynamiques du moteur et du caoutchouc seront pre´sente´es. Finalement, l’orien-
tation des pre´sents travaux sera e´tablie a` la lumie`re de ce qui a e´te´ pre´sente´ dans cette revue
de la litte´rature.
2.1 Mode´lisation d’un syste`me d’ancrage de moteur
La mode´lisation du syste`me constitue´ du moteur et de ses supports est ne´cessaire aux
travaux de design et d’optimisation. Les e´quations dynamiques d’un tel syste`me a` 6 degre´s
de liberte´ sont assez simples. Ces e´quations peuvent eˆtre de´rive´es a` partir des e´quations
de Newton en effectuant l’e´quilibre des forces selon trois axes orthogonaux et l’e´quilibre des
moments autour du centre de masse du moteur. La mode´lisation exacte du syste`me d’ancrage
et du ve´hicule est cependant beaucoup plus complexe et ne´cessite l’utilisation de logiciels par
e´le´ments finis ou d’une e´tude expe´rimentale pousse´e.
42.1.1 De´finitions et axes
Le ve´hicule
Le syste`me de support d’un moteur est un syste`me a` 6 degre´s de liberte´ constitue´s des
mouvements rigides du moteur (3 translations et 3 rotations). Afin de faciliter l’e´criture des
e´quations dynamiques, le syste`me d’axe est positionne´ au centre de masse (C.M. du moteur),
ce qui permet d’e´liminer certains termes de la matrice de masse cause´es par la pre´sence d’un
de´balancement. La figure 2.1 repre´sente le syste`me d’axes typiquement utilise´ en fonction de
la re´fe´rence spatiale du ve´hicule. Le syste`me de coordonne´es pre´sente´ sera celui utilise´ tout
au long du me´moire
Figure 2.1 Syste`me d’axes global du ve´hicule
– θ : Roullis
– φ : Tangage
– α : Lacet
– Tra :  Torque roll axis  ou axe d’application du couple moteur.
5L’e´tude de l’axe d’application du couple moteur occupe une certaine importance dans la
litte´rature. L’importance de cet axe est discute´e dans la section optimisation (2.4) du pre´sent
chapitre.
2.1.2 Mode`le du moteur
Les e´quations dynamiques du moteur sur ses supports est repre´sente´ sous la forme d’e´qua
-tions vectorielles. Ces e´quations sont vaguement utilise´es dans la litte´rature (Park et Singh
(2008) et Courteille et al. (2005)).
En conside´rant le syste`me d’axe de la figure 2.1, les e´quations dynamiques sont e´tablies
pour les 6 degre´s de liberte´ des mouvements rigides du moteur.
q = [x y z θ φ α]T (2.1)
La matrice d’inertie au centre de masse est construite a` partir de la masse du moteur et
des moments d’inertie autour du centre de masse.
Mg =













La matrice de rigidite´ d’un tampon inclut les termes directs et croise´s.
[Ki] =
 Kxx Kxy KxzKyx Kyy Kyz
Kzx Kzy Kzz
 (2.5)
La force de re´action associe´e a` la rigidite´ du tampon suite a` un de´placement est [R] =
−[Ki][wi]T . Le de´placement est repre´sente´ par une combinaison de translations et de rota-
tions, de sorte que wi = wg + θg × rgi. Le terme wg correspond aux translations du centre
6de masse (x, y, z) et θg correspond aux trois rotations de l’ensemble de coordonne´es q, soit
(θ, φ, α).
En utilisant une matrice de tenseurs vectoriels A
A =
 0 −rz ryrz 0 −rx
−ry rx 0
 (2.6)
la somme des forces en x, en y et en z est exprime´e sous forme matricielle, ou` I est la
matrice identite´.
[Ri] = −Ki[IATi ][q] (2.7)
Les moments ge´ne´re´s par ces forces de re´action s’expriment par le produit vectoriel :
[Qi] = −Ri× ri . En utilisant le tenseur vectoriel et l’e´quation pour les forces de re´action, on
obtient l’expression des moments ge´ne´re´s.
[Qi] = −AKi[IAT ][q] (2.8)
En e´quilibrant les forces puis les moments ge´ne´re´s par les de´placements du syste`me de
















La matrice d’amortissement C est construite de la meˆme fac¸on que la matrice de rigidite´
puis l’e´quation finale du mouvement peut eˆtre e´tablie.
[M ]q¨(t) + [C]q˙(t) + [K]q(t) = F (t) (2.10)
Dans le domaine des fre´quences, la re´ponse a` une force harmonique sera sous la forme :
[q]ejω et l’e´quation du mouvement devient :
(−[M ]ω2 + [C]jω + [K])[q] = F (2.11)
7Le support du moteur
Chaque support du moteur place´ dans le syste`me posse`de son propre axe local tel qu’illustre´
a` la Figure 2.2 .
Figure 2.2 Syste`me d’axes local du support
– Axe principal (Ap) : axe selon lequel la raideur est la plus grande et la de´formation est
en tension-compression.
– Axe secondaire (As) : axe de cisaillement.
– Axe terciaire (At) : axe de cisaillement perpendiculaire aux deux autres.
Dans le cas des supports de moteur axisyme´triques, l’axe secondaire et l’axe terciaire
posse`dent les meˆmes proprie´te´s. Dans ce cas, on caracte´rise la rigidite´ du tampon avec la
rigidite´ axiale et le ratio des raideurs q = Ka/Ks.
2.1.3 Mode´lisation du chaˆssis
Le chaˆssis est une structure en acier compose´e de profile´s auxquels sont fixe´s les roues,
le moteur et d’autres e´le´ments ne´cessaires au fonctionnement du ve´hicule. Dans le cas d’un
ve´hicule tout-terrain, l’habitacle demeure assez rudimentaire et ne comporte pas d’e´le´ments
structuraux. Les profile´s du chaˆssis sont fixe´s entre eux par des e´le´ments d’assemblage (e´crous,
8boulons, rivets) et par des soudures. Comme dans plusieurs domaines du transport, ces
structures tendent a` devenir de plus en plus le´ge`res tout en gardant une rigidite´ ade´quate.
L’ame´lioration des performances et la diminution du poids provoquent une augmentation des
fre´quences naturelles et rend la structure plus sensible aux forces exte´rieures, particulie`rement
les forces impulsionnelles. La mode´lisation du comportement du chaˆssis devient donc un point
a` conside´rer lors du design d’un syste`me de support de moteur.
Il est fastidieux de mode´liser le chaˆssis en entier e´tant donne´ le nombre de pie`ces structu-
rales et de connections entre ces pie`ces. Tel que mentionne´ pre´ce´dement, ce genre de mode`le
ne peut se re´aliser qu’avec l’aide de puissants outils de calcul. Il existe cependant des ap-
proches permettant de mode´liser une structure complexe sans recourir a` des mode`les FEA
dont la cre´ation d’un mode`le complet peut ne´cessiter plusieurs semaines de travail.
Mode´lisation par SEA
La me´thode SEA (Statistical Energy Analysis) est base´e sur les bilans d’e´nergie servant
a` de´terminer l’e´nergie vibratoire ou acoustique d’un e´le´ment. Il est possible d’approximer
la quantite´ d’e´nergie que contient un e´le´ment, un profile´ par exemple, simplement en calcu-
lant la densite´ modale : le nombre de modes dans la plage e´tudie´e. On peut constituer un
mode`le a` partir d’e´le´ments de plaque et de poutres et ces e´le´ments sont lie´s entre eux par des
fonctions de transfert d’e´nergie. Ces fonctions de transfert d’e´nergie sont construites a` partir
de re´sultats expe´rimentaux. Par exemple, la transmission d’une jonction boulonne´e de deux
profile´s de´pend du nombre de boulons, des dimensions relatives des profile´s et de la densite´
modale de chacun d’eux.
Cette technique est particulie`rement utilise´e lors de calculs vibro-acoustiques pour des
structure complexes. Dans ces cas, le nombre d’e´le´ments a` utiliser est trop e´leve´ pour que les
e´quations soient re´solues de fac¸on classique.
Structure e´quivalente
L’utilisation d’une structure simple, tel que pre´sente´ par Pan et al. (1992), peut per-
mettre d’approximer le comportement dynamique des modes rigides couple´s a` une structure
flexible. Pour ce faire, les auteurs mode´lisent une masse et une plaque isole´e par des ressorts
positionne´s ale´atoirement. Le montage e´tudie´ est pre´sente´ a` la Figure 2.3.
Aux 6 degre´s de liberte´ de mouvement du corps rigide s’ajoutent les degre´s de liberte´ de
la plaque. Un syste`me distribue´ comme une plaque posse`de une infinite´ de degre´s de liberte´.
9Figure 2.3 Mode`le tire´ de Pan et al. (1992)
La transformation en coordonne´es modales permet d’exprimer ces degre´s de liberte´ sous la
forme des modes propres. Il n’est cependant ne´cessaire que de mode´liser les modes dans la
plage de fre´quences d’inte´reˆt de l’e´tude.
Dans l’exemple montre´, les dimensions de la plaque choisie sont plutoˆt faibles et repre´sentent
mal le comportement d’un ve´ritable chaˆssis : les premie`res fre´quences naturelles se situent
dans la meˆme plage que les modes rigides de la masse sur ses ressorts. Puisque les fre´quences
naturelles des deux entite´s se situent dans les meˆmes fre´quences, le couplage entre les modes
de chacun est beaucoup plus notable que pour un syste`me d’ancrage et un chaˆssis.
2.1.4 Parame`tres conside´re´s
Il est commun dans la litte´rature de ne´gliger les acce´le´rations normales a = rω2 cause´es
par la vitesse de rotation du moteur. Une bre`ve inspection permet de constater que dans la
plage de fre´quence dans laquelle on retrouve habituellement des modes de vibration (10 a` 40
Hz) les vitesses angulaires (ω) sont au minimum 60 fois plus faibles que les acce´le´rations angu-
laires. Cela apporte des acce´le´rations centripe`tes ne´gligeables. De plus, la rigidite´ du moteur
e´tant de loin supe´rieure a` celles des support ou du chaˆssis, il ne peut y avoir d’acce´le´ration de
Coriolis. L’acce´le´ration de Coriolis est cause´ par le de´placement d’un corps dans un repe`re mo-
bile. Les mouvements relatif des pie`ces internes du moteur, provoquent de telles acce´le´rations,
mais les forces qui y sont associe´es seront conside´re´es comme e´tant des forces ge´ne´re´es par le
moteur.
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Bien que plusieurs auteurs ne´gligent la contribution du couplage avec le chaˆssis sur les fonc-
tions de transfert du syste`me dans le de´veloppement de me´thodes de design, le chaˆssis peut
ne pas eˆtre ne´glige´ dans les cas ou les fre´quences naturelles du chaˆssis sont proches des
fre´quences naturelles du moteur sur ses supports.
2.2 Mode´lisation du caoutchouc
Le caoutchouc est un mate´riau de faible rigidite´ (1 a` 100 Mpa) qui est largement utilise´
dans le domaine automobile et du ve´hicule re´cre´atif comme e´le´ment de fixation de moteur. La
faible rigidite´ mais la grande tenacite´ permettent aux supports d’isoler les vibrations e´mises
par le moteur tout en re´sistant aux grandes forces et a` l’environnement possiblement hostile
du milieu d’application. Il est possible d’obtenir des supports de diffe´rentes rigidite´s en mo-
difiant la forme de la pie`ce et en ajoutant des additifs au mate´riau.
Le caoutchouc posse`de un comportement hypere´lastique et viscoe´lastique. Le mode`le
hypere´lastique se base sur la distribution d’e´nergie de de´formation emmagasine´e dans le
mate´riau. Il y a variation du comportement me´canique en fonction de la quantite´ d’e´nergie
me´canique : le caoutchouc a donc un comportement non-line´aire. Dans le cas de la viscoe´lasticite´,
le comportement du mate´riau varie en fonction de la vitesse de de´formation.
Deux approches sont ge´ne´ralement employe´es pour caracte´riser le comportement dyna-
mique d’une pie`ce d’e´lastome`re. Il est possible d’abord de caracte´riser le comportement du
mate´riau, puis utiliser les re´sultats pour mode´liser diverses pie`ces. Cette approche ne´cessite
l’appui de logiciels de calculs par e´le´ments finis. La seconde approche consiste a` caracte´riser
directement une pie`ce, ce qui permet de tenir compte directement du comportement du
mate´riau et de l’effet de forme. La premie`re approche est toutefois plus souple, particulie`rement
pour des fins d’optimisation ou` l’effet de forme varie au cours des ite´rations. Dans les deux
cas, le mode`le du caoutchouc ou de la pie`ce devra ultimement eˆtre inte´gre´ dans le mode`le
global du syste`me moteur-support.
2.2.1 Mode`le de Kelvin-Voigt
Le comportement du mate´riau peut eˆtre line´arise´ en utilisant les mode`les de Maxwell ou
de Kelvin-Voigt. Ces mode`les utilisent la combinaison d’un ressort et d’un amortisseur, dans
les configurations telles qu’illustre´ a` la Figure 2.4 pour appro-ximer la rigidite´ et l’amortis-
sement d’un mate´riau.
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Figure 2.4 Mode`les de Maxwell et de Kelvin-Voigt
Dans le domaine des fre´quences, la rigidite´ dynamique s’exprime en fonction du coefficient
de perte, soit le ratio du coefficient d’amortissement sur la rigidite´.
K∗ = K (1 + jη) (2.12)
Les parame`tres K et η peuvent eˆtre de´termine´s expe´rimentalement par une analyse en
phase du cycle de de´formation. En trac¸ant l’historique de force et de de´placement, on peut
facilement identifier la contribution de la rigidite´ et de l’amortissement a` la force transmise.
Tel qu’illustre´ a` la figure 2.6, le facteur K est Fmax/xmax, ou` xmax est le de´placement au
point ou` la force est maximale. Le facteur de perte η est F0/(x0ωK).
Ce type de mode´lisation peut donner de bonnes approximations du comportement du
mate´riau ou d’une pie`ce en e´lastome`re. Cependant, le fait de ne´gliger le comportement non-
line´aire, comme dans les mode`les de base de Kelvin-Voigt ou de Maxwell, peut conduire a`
des erreurs, particulie`rement dans un syste`me dynamique complexe et sensible aux variations
de rigidite´. Il existe cependant, des mode`les similaires avec des composantes non-line´aires.
L’e´valuation de ces composantes est l’objet de la section 2.2.2.
2.2.2 Mode´lisation non-line´aire
Plusieurs approches sont utilise´es dans la litte´rature pour rendre le caracte`re non-line´aire
d’isolateurs en caoutchouc. Il est bien e´tabli que le caoutchouc a un comportement dyna-
mique qui varie en fonction de la fre´quence et de l’amplitude. Pour la plupart des ge´ome´tries
et des me´langes de caoutchouc, la de´pendance suit les meˆmes tendances, tel qu’illustre´ a` la
figure 2.5.
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Figure 2.5 Raideur dynamique en fonction de la fre´quence pour diffe´rentes amplitudes Sjo¨berg
(2002)
Il est aussi de´montre´ que les phe´nome`nes associe´s au comportement non line´aire du ca-
outchouc peuvent eˆtre traite´s inde´pendamment les uns des autres. Il s’ensuit que la force
ge´ne´re´e par une de´formation du mate´riau peut eˆtre exprime´e comme e´tant une combinaison
des contributions des phe´nome`nes (Jeong et Singh (2001) et Sjo¨berg et Kari (2003)).
Ft(t) = FE(t) + FF (t) + FA(t) (2.13)
Ou FE(t) est la composante e´lastique, FF la composante due a` la fre´quence et FA la
composante associe´e a` l’amplitude.
2.2.3 Mode´lisation de la de´pendance a` la fre´quence
Torvik et Bagley (1984) proposent d’utiliser les de´rive´es fractionnelles afin de mode´liser
le comportement du caoutchouc dans le temps et dans le domaine des fre´quences. La de´rive´e
fractionnelle permet d’associer a` une fonction f une fonction iαf de sorte que la de´rive´e
d’ordre α de la fonction f s’exprime iαf . L’amortisseur du mode`le de Kelvin-Voigt est rem-
place´ par un ressort non line´aire rendant le caracte`re hypere´lastique du caoutchouc. La
contrainte dans le mate´riau est alors exprime´e en fonction de la de´rive´e d’ordre α de la
vitesse de de´formation qui satisfait : 0 ≤ α ≥ 1





La contrainte dans le mate´riau est alors exprime´e en fonction de α, l’ordre de la fraction.
σ(t) = Eε(t) + bDαε(t) (2.15)
Le terme de non-line´arite´ bDα applique a` la fonction a` laquelle est multiplie´e la de´rive´e










t− τ dτ (2.16)
Les auteurs de´montrent par la suite que la de´pendance a` la fre´quence de la rigidite´ peut
eˆtre modilise´e par
K∗ = K + b (iω)α (2.17)
ou` K∗ repre´sente la combinaison de la rigidite´ et de l’amortissement et α correspond a`
l’ordre de la de´rive´e fractionelle e´quivalente comme dans le domaine du temps.
2.2.4 Mode´lisation de la de´pendance a` l’amplitude
La de´pendance de la rigidite´ a` l’amplitude de de´formation des caoutchoucs industriels
est associe´e a` un phe´nome`ne de frottement interne des mate´riaux, appele´ effet de Payne. La
plupart des me´langes de caoutchouc utilise´s comportent des additifs, notamment le carbone,
augmentant la rigidite´ et le frottement interne. Comme il s’agit de frottement, la force associe´e
est de sens contraire au de´placement, par conse´quent la rigidite´ augmente(Ibrahim (2008)).
La force de frottement est e´tablie en fonction de la force maximale et des parame`tres
initiaux au de´but du cycle : la force de frottement initiale (Ffi et le de´placement initial (xi).
Ff = Ffi +
x− xi
x2 (1− sign(x˙)µ) + sign(x˙) (x− xi)(Fmax − Fi) (2.18)
Le coefficient de frottement est e´value´ expe´rimentalement µ =
Ff
Fmax
a` partir de la relation
force de´placement. (Figure 2.6)
Thaijaroen et Harrison (2010) ont propose´ d’ajouter a` ce mode`le une composante d’ordre
deux Ke2x
2 pour permettre de mode´liser le comportement de pie`ces en caoutchouc dont
la rigidite´ varie avec l’amplitude. L’utilisation de ce parame`tre apparaˆıt importante lors de
grands de´placements, typiquement supe´rieurs a` 1 mm, ce qui est le cas des supports de moteur
en utilisation normale.
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Figure 2.6 Relation force de´placement d’un support en e´lastome`re tire´ de Bagley et Torrik
2008
2.2.5 Les se´ries de Prony
Les se´ries de Prony sont un autre outil permettant de repre´senter le comportement d’un
mate´riau. Ce type de repre´sentation est ge´ne´ralement utilise´ pour mode´liser des mate´riaux
au coefficient de perte e´leve´, mais la me´thode s’applique aussi bien aux mate´riaux comme le
caoutchouc Wu et Liechti (2000) dont le coefficient de perte est autour de 0.1. Le mode`le est
construit sous la forme de fonctions exponentielles de´croissantes.









Dans cette e´quation τn est appele´ temps de retard les gn sont les constantes de Prony. Avec
cette repre´sentation, il est aise´ment possible de passer du domaine temporel au domaine des
fre´quences. La caracte´risation peut donc se faire a` partir d’essais de fluage et de relaxation.
Il n’est donc pas ne´cessaire d’avoir une machine de caracte´risation dynamique sous la main :
les essais sont re´alise´s en chargement quasi-statique. Les parame`tres obtenus dans le domaine
du temps se transposent directement dans le domaine des fre´quences :









Or, cette repre´sentation peut facilement eˆtre inte´gre´e dans un mode`le dans le domaine des
fre´quences. L’application directe des se´ries de Prony ne peut cependant se faire que pour des
pie`ces de forme simple, ce qui s’applique difficilement a` la plupart des tampons d’ancrage.
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2.2.6 Mode`les de mate´riaux pour logiciel FEA
Les mode`les pre´sente´s jusqu’ici servent a` faire la caracte´risation de pie`ces faites de po-
lyme`res. Pour effectuer des e´tudes par e´le´ments finis, il est cependant ne´cessaire de produire
des mode`les de comportement du mate´riau en e´vitant de mesurer l’effet de forme de la pie`ce
mesure´e. Ge´ne´ralement les courbes contrainte-de´formation ne´cessaires a` la caracte´risation du
caoutchouc sont faites a` partir de tests sur une bandelette sous tension (Tabaddor (1987) et
Reese et Govindjee (1997)).
L’expression mathe´matique des mode`les ne´cessite l’utilisation des ratios de de´formation



























Le mode`le polynomial est utilise´ pour mode´liser la relation de´formation-contrainte d’e´lasto
-me`res. Un minimum de 4 points (i et j) sont ne´cessaires pour l’obtention de re´sultats









(Je − 1)2i (2.22)
avec Je e´tant le volume e´lastique, Di et Ci sont des constantes du mate´riau.
Le mode`le Moonley-Rivlin
Le mode`le de Moonley-Rivlin est similaire au mode`le polynomial, mais il requiert moins
de points (i,j) pour eˆtre fonctionnel. Cependant, les parame`tres de ce mode`le doivent eˆtre
obtenus expe´rimentalement.
U = C10(I1 − 3)− C01(λ−21 + λ−22 + λ−23 ) (2.23)
Le mode`le Neo-Hookean
Le mode`le Neo-Hookean est le module de base utilise´ par le logiciel Abaqus, utilise´ dans
le cadre du projet.
U = C10(I1 − 3) + 1
D1
(Jel − 1) (2.24)
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2.2.7 Mode´lisation de la de´pendance a` l’angle de sollicitation
A` la connaissance de l’auteur, aucune publication n’a fait l’objet de l’effet de l’angle de
sollicitation sur le comportement non line´aire de pie`ces en caoutchouc. La formulation du
comportement en angle des cas line´aires est juge´e acceptable. Soit un tampon situe´ dans un
repe`re (Xref , Yref , Zref ) tel qu’illustre´ a` la Figure 2.7. Elle est utilise´e dans plusieurs publi-
cations de mode´lisation line´aire et non-line´aire (Kim et Singh (1995) et Park et Singh (2010)).
Figure 2.7 Syste`me de coordonne´es du tampon (Xref , Yref , Zref ) dans le syste`me de coor-
donne´es de re´fe´rence du ve´hicule
La rigidite´ du support dans son propre syste`me d’axes est exprime´e comme suit dans le
syste`me d’axe A de la figure 2.7 :
KA =
 Kt 0 00 Ks 0
0 0 Kp
 (2.25)
Pour exprimer la rigidite´ dans le syste`me d’axes global on utilise une matrice de rotation





Pour ce type de projet, il est ne´cessaire d’adopter une approche expe´rimentale d’abord
pour de´terminer les forces en jeu puis pour valider le mode`le qui sera de´veloppe´. Cette
section pre´sente des e´le´ments essentiels a` l’analyse du comportement dynamique du moteur
en ope´ration ainsi que des fonctions de transfert du ve´hicule sur ses supports.
2.3.1 La me´thode des FRF
La me´thode des FRF (Frequency Response Function) est utilise´e pour de´terminer les
forces applique´es sur un syste`me dynamique a` partir de fonctions de transfert de´termine´es
expe´rimentalement. Liu et al. (2005) et Cho et Kim (2002) ont obtenus des re´sultats tre`s
cohe´rents en utilisant cette me´thode.
L’application de la force se fait ge´ne´ralement a` l’aide d’un marteau d’impact instrumente´.
L’impact permet de solliciter le syste`me dans une vaste gamme de fre´quences. La transforma-
tion dans le domaine des fre´quences des signaux temporels d’impact peut comporter beaucoup
de bruit. Des techniques de traitement de signal doivent donc eˆtre applique´es afin d’obtenir
des fonctions de transfert utilisables. De plus, un certain doigte´ est ne´cessaire afin d’obtenir
une bonne re´pe´tabilite´ des forces applique´es.
L’application de la force peut aussi se faire par un piston hydraulique controˆle´ par un
servo-moteur. La solliciation peut alors eˆtre faite en onde carre´e, en balayage ou par un bruit
blanc ou rose dans la bande de fre´quences choisie. Il est a` noter que l’application d’une force
en bruit blanc ou rose peut ne´cessiter une machine de plus grande puissance qu’une excitation
par ondes carre´es.
Les signaux d’acce´le´ration cause´s par l’impulsion du marteau doivent eˆtre acquis en si-
multane´. Afin de pouvoir reconstruire les mouvements rigides du moteur, un minimum de 9
mesures dans trois diffe´rents axes doivent eˆtre effectue´es. Si l’e´quipement le permet, il est
possible de positionner des acce´le´rome`tres supple´mentaires : plus le nombre de signaux est
important, plus les re´sultats sont pre´cis.
A` partir des fonctions de transfert connues et de spectres d’acce´le´ration cause´s par des
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forces inconnues, il est possible de de´terminer le spectre de force inconnu. Dans le cas e´tudie´,
les spectres d’acce´le´ration sont ceux obtenus lors du fonctionnement du moteur et les forces
a` de´terminer sont les forces internes du moteur. L’e´quation suivante montre les ope´rations
mathe´matiques ne´cessaires pour reconstruire les forces. La matrice des fonctions de transfert
n’est pas carre´e, le re´sultat est donc obtenue par la me´thode des moindres carre´s.
X¨ = FHt =⇒ F = H−1X¨ (2.27)
Cette me´thode ne´cessite, en plus d’un bon syste`me d’acquisition a` plusieurs canaux, un
dispositif d’excitation de pre´cision. Pour la viabilite´ de la me´thode, la force applique´e doit
eˆtre telle que le niveau de de´placement soit du meˆme ordre de grandeur que lors du fonc-
tionement du moteur. Autrement, les fonctions de transfert e´tablies ne sont pas tout a` fait
les meˆmes que celles en vigueur lors du fonctionnement du moteur, a` cause du caracte`re
non-line´aire des supports.
2.3.2 Me´thode des capteurs de force
Une me´thode de reconstruction des forces du moteur (Fin) a e´te´ de´veloppe´e par Martine
Lavoie et publie´e dans son me´moire de maˆıtrise en 2009. La me´thode consiste a` mesurer
les forces transmises au chaˆssis (Ft), lorsque les supports en e´lastome`res sont remplace´s par
des capteurs de forces. L’inertie du moteur est repre´sente´e par 4 masses ponctuelles, tel que
repre´sente´ a` la figure 2.8.
Les masses sont de´termine´es de fac¸on a` repre´senter la distribution du poids du moteur
sur les quatre points d’appui. Les mesures sont prises par paires de supports en mesurant
l’acce´le´ration et la force transmise dans les trois axes a` chacun des points d’appui. Les me-
sures sont synchronise´es nume´riquement pour constituer un ensemble complet d’essai. Pour
de´terminer la force induite, les forces transmises sont corrige´es par les pseudo-forces iner-
tielles.
Fi,in = Fi,t + Miai (2.28)
La me´thode a e´te´ conc¸ue de cette manie`re puisque la matrice inertielle du moteur e´tait
inconnue a` cette e´tape du projet. La me´thode correction des pseudo-forces telle que formule´e
ne permet pas de bien tenir compte des rotations du moteur. Cependant, si la matrice de
masse e´tait de´termine´e, la technique de mesure pourrait offrir de tre`s bons re´sultats. Certaines
techniques permettant d’identifier les proprie´te´s inertielles du moteur sont de´crites a` la section
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Figure 2.8 Repre´sentation sche´matique de la me´thode des capteurs de force
suivante.
2.3.3 Identification de l’inertie du moteur
Les me´thodes d’identification dans le domaine des fre´quences se divisent en trois approches
( Almeida et al. (2007) et Schedlinski et Link (2001)) :
– Fonction de couˆt d’inertie : cette me´thode s’applique lorsque les modes rigides sont
dans une plage de fre´quence e´loigne´e des modes structuraux. A` partir des FRF et des
rigidite´s, la matrice de masse est construite par inte´rations nume´riques afin d’obtenir
des fonctions de transfert similaires a` celles obtenues expe´rimentalement.
– Identification directe des parame`tres : cette me´thode s’applique dans les meˆmes
conditions que la pre´ce´dente, cependant elle ne´cessite l’application d’un ensemble ortho-
gonal de forces. Elle a cependant l’avantage de permettre l’identification de la rigidite´,
de la masse et de l’amortissement. Dans ce cas une optimisation de tous les parame`tres
est re´alise´e de fac¸on a` obtenir une fonction pre`s des re´sultats expe´rimentaux.
– Me´thodes modales : Cette me´thode permet de de´terminer les composantes de la ma-
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trice d’inertie a` partir d’un seul essai. La difficulte´ principale est d’obtenir la re´ponse
des 6 modes rigides lors du meˆme essai. Il est aussi ne´cessaire de connaˆıtre au moins
une valeur de la matrice d’inertie. Le couplage des modes rigides n’a pas d’influence
sur la me´thode.
E´tant donne´ que dans cette partie du projet, il n’est pas ne´cessaire de de´terminer d’autres
proprie´te´s que l’inertie en rotation et que le couplage pourrait avoir un effet sur les re´sultats :
la me´thode modale semble la plus indique´e. Soit la matrice des modes propres normalise´s φ,
le delta de kronecker implique que
φMφ = I (2.29)
et la matrice 6x6 de l’inertie est identifie´e. Pour normaliser les vecteurs propres, il faut
connaˆıtre au moins un parame`tre de M, ce qui est le cas du proble`me e´tudie´ dans le me´moire.
2.4 Me´thodes d’optimisation
Il existe une vaste gamme de me´thodes nume´riques permettant de re´aliser des optimisa-
tions sur des proble`mes complexes a` plusieurs variables. Ces outils mathe´matiques doivent
eˆtre utilise´s avec soin. Le choix du crite`re d’optmisation et la mode´lisation ade´quate du
syste`me dynamique sont essentiels a` la validite´ de la me´thode.
2.4.1 La me´thode de focalisation
La me´thode de focalisation est une me´thode tre`s pratique couramment utilise´e dans l’in-
dustrie. Des exemples de cette me´thode se retrouvent dans la litte´rature depuis 1950. La
me´thode consiste a` assurer que la somme des moments autour d’un axe de rotation soit nulle
lorsqu’un de´placement vertical du centre de masse du moteur est applique´. Cette me´thode
permet donc de de´coupler partiellement un axe de rotation de la translation verticale. La
rotation n’est de´couple´e que partiellement parce que les forces viscoe´lastiques ne sont pas
conside´re´es par cette approche. (Park et Singh (2008))







Avec L e´tant le ratio de la rigidite´ axiale sur la rigidite´ radiale, az la hauteur du centre
de masse, ay la distance entre les supports et φ l’angle entre l’axe de tension-compression et
la verticale. Si une force verticale est applique´e, la somme des moments cause´s par les forces
21
de re´action en tension-compression et en cisaillement est nulle. Inversement, si un couple
est applique´, la somme des forces verticales et late´rales est aussi nulle. L’axe d’application
du couple moteur, dans lequel des pulses et des chocs sont applique´s, est donc de´couple´
des deux translations. Il est seulement possible d’appliquer cette me´thode pour un proble`me
syme´trique a` moins qu’il soit possible d’utiliser des supports de moteurs de diffe´rentes rigidite´s
sur le meˆme ve´hicule. La figure 2.9 montre la repre´sentation graphique de la me´thode. L’axe
e´lastique est l’axe selon lequel la force des re´actions en tension-compression et en cisaillement
ge´ne`re un moment de meˆme amplitude mais de signe inverse. Si le centre de masse est a`
l’intersection de ces axes, un de´placement quelconque ne ge´ne`re pas de moment.
Figure 2.9 Disposition des axes dans la me´thode de focalisation tire´ de Martine Lavoie 2009
2.4.2 Force et e´nergie transmise
Kaul et Dhingra (2005) ont propose´ une me´thode d’optimisation base´e sur les forces
transmises du ve´hicule au chaˆssis en conside´rant la rigidite´, la position et l’orientation des
supports. Leur me´thode utilise une fonction de couˆt et un algorithme ge´ne´tique pour limiter
les forces transmises au chaˆssis tout en e´vitant que des fre´quences naturelles se situent dans
des bandes de fre´quences correspondant aux fre´quences des forces ge´ne´re´es par le moteur.
Leur technique est avantageusement compare´e a` une technique similaire dans laquelle l’am-
plitude du mouvement du moteur est minimise´e.
Les travaux re´alise´s sont semblables a` ce qui a e´te´ accompli par Ashrafiuon (1993) qui ont
re´alise´ une optimisation semblable pour des nacelles supportant un moteur d’avion. Dans
les deux cas, le chaˆssis du ve´hicule et de l’ae´ronef sont conside´re´s rigides. Bien qu’il a e´te´
de´montre´ que l’effet du chaˆssis peut eˆtre ne´glige´ dans la mode´lisation de la dynamique du
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syste`me, une force de faible amplitude n’est pas garante d’une isolation ade´quate et d’un
comportement stable si la force correspond a` une fre´quence naturelle de la structure.
Li et Lavrich (1999) ont re´alise´ une e´tude de la transmission de puissance par des isola-
teurs line´aires sur une structure. La structure e´tudie´e est le cas simplifie´ d’un moteur monte´
sur une plaque par l’entremise de 4 supports. L’e´nergie transmise a` la plaque est e´tudie´e en
fonction de la fre´quence de la force applique´e par le moteur. Il est de´montre´ que le couplage
entre la position des points de fixation, la forme des modes et la fre´quence ont un effet signi-






2.4.3 De´couplage de l’axe de torsion
Le fonctionnement du moteur a` piston ge´ne`re des forces d’impulsion de couple dans l’axe
de la transmission de puissance par le contact des dents d’engrenage. Les impulsions ayant la
capacite´ d’exciter tous les modes a` leur fre´quence naturelle, il est donc approprie´ de vouloir
isoler les impulsions des autres degre´s de liberte´. (Park et Singh (2008))
Il est possible de de´coupler l’axe de torsion des autres degre´s de liberte´ de fac¸on analy-
tique en posant un vecteur propre qt = [0 0 0 1 0 0]. Il s’en suit que Kqt = λMqtra ou λ est la
valeur propre associe´e au mode dans l’axe qtra. Il suffit ensuite de re´soudre l’e´quation pour
les parame`tres e´tudie´s, qui sont ge´ne´ralement la position et l’angle des supports. Puisque
les vecteurs propres constituent un ensemble orthogonal, tous les autres modes rigides ne
comporteront pas de mouvement de rotation autour de l’axe x et le proble`me d’impulsion
est limite´ a` un seul axe.
Park et Singh (2008) ont e´tudie´ le cas d’un syste`me de support de moteur comportant
de supports en e´lastome`re et des supports hydrauliques, leur objectif e´tant de re´aliser une
optimisation permettant de de´coupler l’axe d’application de la torsion du moteur des autres
modes. La technique est compare´e a` la me´thode classique de focalisation. Une atte´nuation
de 75dB est observe´e dans tous les axes, excluant l’axe d’application du couple, lorsque le
syste`me dynamique est soumis a` un impulsion dans l’axe du couple.
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Le de´couplage de l’axe de torsion peut certes permettre d’e´viter certaines sollicitations
ne´fastes, mais ne peut garantir une isolation des forces dans les autres axes. Dans la litte´rature
on ne retrouve pas de cas pratique d’analyse de cette me´thode. Il semble que la me´thode soit
difficilement applicable en pratique puisque la pre´cision des rigidite´s ne´cessaire a` l’application
de cette me´thode est tre`s difficilement atteignable. Ce crite`re peut par contre eˆtre jumele´
a` d’autres pour re´aliser une optimisaiton combine´e. Si le spectre de force est connu, une
optimisation des forces transmises ou de l’e´nergie transmise au chaˆssis tiendra compte des




Le projet de recherche en partenariat avec l’industrie a d’abord comme objectif de re´pondre
aux besoins de Soucy Baron inc. Le principal objectif sera de de´velopper une me´thode de
design rapide utilisant un mode`le analytique de syste`me de support de moteur. Ainsi, cette
me´thode pourra combler un besoin du partenaire industriel et permettre de faciliter le de-
sign des supports pour leurs clients : le processus e´tant ite´ratif a` priori. Par le fait meˆme,
certains points cle´s de la de´marche devront eˆtre de´veloppe´s car la revue de litte´rature n’a pu
permettre de trouver des me´thodes existantes ade´quates.
La plupart des auteurs se basent sur des calculs the´oriques sans toutefois comparer
ou valider leurs re´sultats expe´rimentalement. On ne retrouve pas non plus de validation
expe´rimentale des proce´dures d’optimisation. Il est possible que certaines me´thodes analy-
tiques, particulie`rement les me´thodes modales, s’appliquent difficilement a` la re´alite´ si l’on
ne conside`re ni le couplage avec le chaˆssis ni le comportement non line´aire du caoutchouc.
Les me´thodes de caracte´risation et de mode´lisation du caoutchouc sont quant a` elles bien
avance´es. Il est possible de bien repre´senter le comportement d’une pie`ce d’e´lastome`re a` par-
tir de courbes force-de´placement obtenues expe´rimentalement. Les mode`les pre´sente´s dans
la litte´rature sont repre´sente´s dans le domaine du temps, alors que les e´quations du mouve-
ment d’un syste`me de tampon d’ancrage sont re´solues avec beaucoup plus de facilite´ dans le
domaine des fre´quences.
A` la connaissance de l’auteur, aucune optimisation de supports de moteurs non-line´aire a
de´ja` e´te´ re´alise´e : que ce soit par les me´thodes d’optimisation analytique ou par les me´thodes
ite´ratives. De plus, il est rare de voir des comparaisons entre les fonctions de couˆts utilise´es
dans les me´thodes dites ite´ratives.
Les objectifs de la pre´sente recherche sont donc :
– Mettre au point une me´thode de caracte´risation de pie`ces en caoutchouc permettant de
pre´dire le comportement de la pie`ce sous diffe´rentes conditions de sollicitation (angle,
fre´quence, amplitude)
– De´velopper un mode`le analytique du moteur sur ses supports permettant de mode´liser
25
le comportement in situ du moteur et de pre´dire la fonction de re´ponse en fre´quence
du syste`me.
– E´tudier les effets du comportement non-line´aire sur la re´ponse sous excitation harmo-
nique et sur les fonctions de transfert du ve´hicule.
– Proposer une me´thode d’optimisation permettant de limiter les vibrations ressenties
sur le ve´hicule.
L’approche utilise´e pour re´pondre a` ces objectifs est la suivante :
– Caracte´riser expe´rimentalement le comportement dynamique du support de moteur
selon les parame`tres e´tudie´s (fre´quence, amplitude, angle). Cette ca- racte´risation per-
mettra de de´terminer des fonctions mathe´matiques permettant de mode´liser le com-
portement dynamique des supports actuels dans le domaine des fre´quences.
– Mesurer expe´rimentalement les fonctions de transfert du ve´hicule et la re´ponse lorsque
le moteur est en marche.
– Programmer un mode`le analytique en utilisant les formes de fonctions donne´es par la
caracte´risation des supports actuels.
– E´tudier les effets du comportement non-line´aire sur les fonctions de transfert et la
re´ponse in situ.
– De´velopper une me´thode d’optimisation dans l’environnement Matlab.
– Re´pertorier et tester diffe´rentes fonctions de couˆt pour l’optimisation.
– Transfe´rer les connaissances acquises au partenaire industriel.
La description de´taille´e des taˆches est pre´sente´e en annexe.
Autres activite´s lie´s au projet
Le projet d’ensemble comporte aussi une gamme de mode´lisations par e´le´ments finis La-
voie (2009) ayant pour objectif de mieux comprendre les de´formations du support et son
comportement dynamique. Il n’en sera pas question dans ce document. Cependant, la sec-
tion recommandations traitera de quelques voies qu’il serait inte´ressant d’explorer en utilisant
la mode´lisation FEA.
Il a aussi e´te´ tente´ de re´colter l’e´nergie transmise par les supports en utilisant des e´le´ments
pie´zoe´lectriques : cette avenue a e´te´ abandonne´e puisque l’e´nergie possiblement re´colte´e n’est
pas assez e´leve´e pour en justifier l’investissement. Les activite´s lie´ss a` cet axe de recherche
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ont e´te´ entie`rement re´alise´es par JCL et ont fait l’objet de publications, mais ne sont pas




Ce chapitre pre´sente les diffe´rentes e´tudes expe´rimentales qui ont e´te´ re´alise´es lors du
projet. La reconstruction des forces du moteur permettra de simuler le comportement in situ
dans le chapitre 6 : mode´lisation et optimisation. L’analyse modale du ve´hicule sera quant
a` elle utilise´e pour valider le mode`le construit. Dans cette section, toutes les analyses feront
re´fe´rence au syste`me d’axes pre´sente´ a` la figure 4.1.
4.1 Analyse dynamique du ve´hicule
Trois types d’analyses ont e´te´ faites sur le ve´hicule. (1) Les spectres des forces exerce´es par
le moteur sur les supports ont e´te´ de´termine´s a` partir de mesures de force et d’acce´le´ration.
(2) Les fonctions de transfert des principaux modes rigides du moteur sur ses supports ont
quant a` eux e´te´ de´termine´s par des essais d’impact. (3) Finalement, la mesure des spectres
d’acce´le´ration a e´te´ re´alise´e lors du fonctionement du ve´hicule. L’obtention des forces exerce´es
sur le moteur permettra de de´terminer les forces auxquelles les supports sont soumis et per-
mettra de re´aliser des optimisations in situ : a` partir des conditions de fonctionnement re´elles
du ve´hicule. Les fonctions de transfert et les mesures d’acce´le´ration permettront de valider
le mode`le qui sera ensuite utilise´ pour faire les optimisations.
Ces trois ensembles de mesures ont e´te´ prises sur le meˆme banc d’essai. Le ve´hicule
e´tudie´ a e´te´ de´pouille´ de toutes pie`ces non-structurales et fixe´ solidement dans le plancher
be´tonne´ du laboratoire. Le banc d’essai est compose´ du chaˆssis, du groupe moto-propulseur
et des composantes essentielles au fonctionement du moteur. Une photographie du ve´hicule
de´pouille´ est pre´sente´e a` la figure 4.1.
4.1.1 Reconstruction des forces
Une premie`re tentative de la me´thode de reconstruction des forces expe´rimentales a e´te´ ef-
fectue´e par Lavoie (2009). Un re´sume´ de ses travaux est pre´sente´ dans la revue de litte´rature.
La me´thode de´veloppe´e a un grand potentiel puisqu’elle permet d’e´viter les proble`mes lie´s
aux non-line´arite´s du syste`me : les supports de caoutchouc sont retire´s. Ceci constitue un
net avantage sur la me´thode des FRF, me´thode aussi pre´sente´e dans la revue de litte´rature.
Dans la version de´veloppe´e par M.Lavoie les quatre supports sont traite´s inde´pendamment et
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Figure 4.1 Identification des supports et syste`me d’axes utilise´ dans le chapitre 4
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Figure 4.2 Montage expe´rimental utilise´ tire´ de M.Lavoie me´moire de maˆıtrise
la masse du moteur est mode´lise´e par quatre masses re´parties au pro rata de la distribution
du poids du moteur. La repre´sentation de l’inertie du moteur ne pose pas de proble`me quant
a` la correction des pseudo-forces inertielles de translation. Cependant, l’inertie en rotation
ne peut eˆtre bien mode´lise´e par les quatre masses re´parties.
La premie`re ame´lioration de la me´thode est de remplacer les quatre masses par un seul
corps rigide. Pour ce faire, des traitements de signaux supple´mentaires sont ne´cessaires pour
obtenir les acce´le´rations du corps rigide en son centre de masse.
De´termination de l’inertie du moteur
La masse et le dessin de de´finition du moteur qui permet de positionner le centre de
masse du moteur ont e´te´ fournis par Artic Cat. Cependant, la matrice d’inertie n’a pu eˆtre
divulgue´e par le fabriquant. Il existe des me´thodes d’identification de parame`tres modaux :
les principales sont pre´sente´es dans la revue de litte´rature. Les re´sultats pre´sente´s dans la
litte´rature, les cas pratiques ayant des re´sultats acceptables, le corps rigide dont les proprie´te´s
sont identifie´es repose sur des ressorts line´aires, ce qui n’est pas le cas de l’application. De
plus, la re´solution en fre´quence des spectres qui permettraient d’appliquer ces me´thodes n’est
pas suffisante : les mesures ont e´te´ prises pour d’autres fins. L’objectif premier lors de la prise
des mesures e´tait de pouvoir reconstruire les forces du moteur par la me´thode des FRF.
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Un mode`le en trois dimensions respectant les dimensions hors tout du moteur a e´te´
construit en utilisant le logiciel de mode´lisation 3D CATIA. Des masses ont e´te´ ajoute´es
de sorte que la position du centre de masse et la masse correspondent aux valeurs connues.
L’hypothe`se que la distribution du poids a` l’inte´rieur du ve´hicule est uniforme est utilise´e.
Finalement, le logiciel calcule les moments d’inertie du moteur en inte´grant ρr2dV . Le mode`le
CAD est illustre´ a` la figure 4.3.
Figure 4.3 Mode`le CAD balance´ du moteur
La matrice d’inertie obtenue est
M =

62 0 0 0 0 0
0 62 0 0 0 0
0 0 62 0 0 0
0 0 0 4.2 0.032 −.26
0 0 0 .032 1.9 0.081




La technique de mesure des forces requiert l’utilisation de deux acce´le´rome`tres et de deux
capteurs de force triaxiaux. Les capteurs sont positionne´s par paires a` la place des supports
du moteur qui sont retire´s du montage. La disposition des paires de capteurs est montre´e a`
la figure 4.4 : la fle`che rouge pointe vers l’un des capteurs de force triaxiaux ; la fle`che jaune
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pointe l’un des acce´le´rome`tres triaxiaux.
Figure 4.4 Disposition des capteurs de force
Les mesures de forces et d’acce´le´ration sont faites par paires (avant, coˆte´ droit, arrie`re
et coˆte´ gauche). Ces mesures sont ensuite synchronise´es en phase a` partir des mesures com-
munes entre les coˆte´s. Des de´tails supple´mentaires des techniques de traˆıtement de signal
sont de´crits dans le rapport d’Amaury Fillon (2009).
Traitement des signaux
Les capteurs de force et les acce´le´rome`tres sont oriente´s dans les directions principales
du syste`me de coordone´es local (figure 2.7) des supports de moteur. Une transformation
de repe`re est premie`rement applique´e aux spectres pour obtenir des signaux dans le repe`re
(x,y,z) du ve´hicule. La transformation s’effectue par l’application d’une matrice de rotation.
Aglobal = RAlocal (4.2)
Un ensemble de mesures pour seulement trois des quatre positions des supports est
ne´cessaire a` l’obtention des forces et des acce´le´rations dans les coordonne´es globales du
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ve´hicule. Le calcul des acce´le´rations (3 translations et 3 rotations) se fait en re´solvant le











Pour l’ensemble des mesures aux trois points on utilise alors la repre´sentation matricielle
du produit vectoriel : le tenseur vectoriel T.
















ou` I est la matrice identite´. La matrice est inverse´e en utilisant l’outil d’inversion de
matrices non-carre´es de MATLAB. Ainsi, les acce´le´rations, les forces et les moments sont
obtenues dans les coordonne´es globales du ve´hicule.
Pour obtenir les forces et les moments induits par le fonctionnement du moteur (Fi), il
suffit d’ajouter la pseudo-force inertielle (Mames) aux forces mesure´es.
Fi = Fmes + Mames (4.5)
Re´sultats
La me´thode de reconstruction des forces adapte´e de la me´thode propose´e par M.Lavoie
donnent de tre`s bons re´sutats. Il faut cependant poser l’hypothe`se que les forces ge´ne´re´es par
le moteur ne de´pendent pas de l’acce´le´ration de celui-ci. L’hypothe`se est acceptable puisque
les forces normalement ge´ne´re´es sont cause´es par la combustion du carburant et l’acce´le´ration
des pie`ces internes du groupe moto-propulseur. L’erreur associe´e a` ces forces potentiellement
diffe´rentes selon le mode de fixation du moteur est bien moindre que l’erreur pouvant eˆtre
ge´ne´re´e par la non-line´arite´ des supports lors de l’application de la me´thode classique des
FRF.
Les re´sultats obtenus a` la figure 4.5 correspondent bien aux spectres de force habituels
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pour des moteurs de ce type : c’est-a`-dire un moteur a` 2 pistons et a` 4 temps (Liu et al.
(2005)).






























Figure 4.5 Forces reconstruites par les mesures de capteurs de force a` 900 RPM
Les moments engendre´s par le fonctionnement du moteur sont aussi calcule´s par la meˆme
me´thode. L’ordre de grandeur et la phase des moments correspondent aussi a` ce qui est
attendu : selon le dessin de de´finition du moteur le bras de levier maximal (distance des
pistons du centre de masse) est e´value´ a` 7-10 cm.
Les forces et les moments reconstruits expe´rimentalement pour des conditions d’utili-
sation types : 900 RPM (neutre) et 1800 RPM (vitesse de croisie`re), seront ensuite repris
pour mode´liser le comportement du moteur sur ses supports. Le spectre des forces a` toutes
les vitesses de rotation du moteur peut eˆtre reconstruit sachant que l’amplitude des forces
ge´ne´re´es est directement proportionnelle a` la vitesse du re´gime moteur. Le de´phasage entre
les forces demeure le meˆme puisque la diffe´rence de phase entre les diffe´rentes composantes
du spectre de force est cause´ par la se´quence des e´tapes de combustion du carburant. La
se´quence demeure la meˆme peu importe la vitesse.
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Figure 4.6 Moments reconstruits par les mesures de capteurs de force a` 900 RPM
4.1.2 Fonctions de transfert
Les fonctions de transfert des mouvements rigides du moteur et du chaˆssis sont obtenues
par la me´thode classique du test d’impact. Des impacts re´pe´te´s sont applique´s dans 3 direc-
tions principales pre`s du centre de masse du moteur. Les signaux d’acce´le´ration (4 positions
x 3 axes) sont mesure´s a` la position des supports du moteur. La me´thode a pour objectif
d’identifier les modes et les fre´quences propres.
La structure e´tudie´e est un assemblage complexe ce qui ge´ne`re des forces de frottement.
Le comportement dynamique est donc non-line´aire. A` ce comportement on ajoute les non
line´arite´s associe´es aux isolateurs en caoutchouc. Afin d’obtenir des spectres d’une qualite´
acceptable, des techniques de moyennage sont applique´es. Les parame`tres du traitement de
signal sont de´taille´s au tableau 4.1.
L’estimateur de type H1 est tre`s utilise´ pour traiter les signaux dans le but de de´terminer
les fonctions de transfert de syste`mes complexes. Le spectre de force contient ge´ne´ralement
beaucoup de bruit, le conjuge´ du spectre et le moyennage est utilise´ pour en diminuer le
bruit : on filtre les signaux faiblement correle´s.
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Fre´quence d’acquisition 2400Hz
Temps d’acquisition 5 secondes
Nombre d’acquisitions 50
Feneˆtre temporelle Rectangulaire
Fre´quences analyse´es 0-400 Hz
Estimateur H1








Les fonctions de transferts pour des impacts late´raux et dans l’axe des pistons sont
pre´sente´s.
Fonctions de transfert sur l’axe principal
Les fonctions de transfert pre´sente´es sont celles obtenues suite a` un impact dans l’axe
des pistons. L’axe des pistons comporte principalement des composantes en y (avant-arrie`re)
et un peu en z (haut-bas). L’application d’une force selon cet axe ge´ne`re aussi un moment
autour de l’axe des x.
La figure 4.7 pre´sente les fonctions de transfert de translation obtenues lors de l’applica-
tion d’une force selon l’axe des pistons.
Des fre´quences naturelles peuvent eˆtre identifie´es a` 12 et 18-20 Hz. La re´ponse en x et en
y semblent montrer la pre´sence de 2 fre´quences naturelles dans cette plage. Il est cependant
difficile de diffe´rencier les deux modes e´tant donne´ la faible re´solution des spectres. Des
fre´quences a` 22 Hz, 26Hz,30Hz et 38 Hz sont quant a` elles identifiables par l’analyse des
rotations. (figure 4.8)
Fonctions de transfert axe late´ral
Lorsqu’un impact late´ral est applique´, on s’attend a` ce que le mouvement le plus prin-
cipalement sollicite´ soit le de´placement de coˆte´ (x). Les impacts sont applique´s sur l’une
des rares surfaces planes pre´sentes sur le coˆte´ du moteur. La surface choisie n’est pas direc-
tement aligne´e avec le centre de masse : un moment autour de l’axe y est e´galement applique´.
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Figure 4.7 Fonctions de transfert en translation pour un impact dans l’axe principal
A` l’analyse de ces spectres, il est possible d’identifier des modes a` des fre´quences de 26, 30
et 38Hz, ce qui confirme la pre´sence des pics identifie´s par les spectres des figures pre´ce´dentes.
La contribution des diffe´rents mouvements rigides a` ces modes est pre´sente´e au tableau 4.3,
la note ind signifie qu’il n’est pas possible d’identifier une composante. Les autres modes
a` plus basse fre´quence observe´s sur les spectres pre´ce´dents ne sont pas identifiables sur les
spectres re´sultants d’un impact late´ral.
F x y z Rx Ry Rz
(Hz) m/s2/N m/s2/N m/s2/N rad/s2/N rad/s2/N rad/s2/N
12 ind ind ind ind ind ind
18 ind ind ind ind ind ind
22 ind ind ind ind ind ind
25 0 .05 0.05 0.07 0.4 0 .4 0.38
30 0.09 0.12 0.08 0.4 0.4 0.35
38 0.05 0.08 0.14 0.6 0.2 0.2
Tableau 4.2 Fre´quences naturelles et de´forme´es identifieables a` partir spectres re´sultant d’un
impact late´ral
Ces re´sultats sont compare´s aux re´sultats obtenus a` partir des spectres re´sultants d’un
impact dans l’axe des pistons.
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Figure 4.8 Fonctions de transfert en rotation pour un impact dans l’axe principal
F x y z Rx Ry Rz
(Hz) m/s2/N m/s2/N m/s2/N rad/s2/N rad/s2/N rad/s2/N
12 0.05 0.3 1.2 6 0.5 0.5
19 0.4 0.8 0.4 ind ind ind
22 0.4 0.8 0.4 0.05 0.1 1
25 ind ind 0.07 0.4 0 .4 0.38
30 ind ind ind 0.2 0.4 0.3
38 0.04 0.04 0.5 0.5 0.5 0.02
Tableau 4.3 Fre´quences naturelles et de´forme´es identifiables a` partir des spectres re´sultants
d’un impact dans l’axe des pistons
4.1.3 Identification des modes
A` la lumie`re des re´sultats expe´rimentaux expose´s pre´ce´demment, il est possible d’identi-
fier les 6 modes rigides principaux du moteur sur ses supports. Dans certains cas, il n’est pas
possible d’identifier clairement les composantes de la de´forme´e modale.
Il est difficile de conclure quant a` la validite´ de l’amplitude des pics a` 12 Hz. La tre`s
courte dure´e des impacts implique que l’amplitude de la force est tre`s basse dans cette
plage de fre´quences. De plus, une diffe´rence significative entre les signaux du capteur A (un
acce´le´rome`tre de moins bonne qualite´) et ceux des capteurs C et D laisse envisager une erreur
significative a` cette fre´quence. Ces signaux sont pre´sente´s a` l’annexe B. On y note une tre`s
faible composante d’acce´le´ration dans les trois axes, c’est d’ailleurs ce qui est attendu pour
une si faible fre´quence. On ne rele`ve pas ce proble`me en plus haute fre´quence.
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Les re´sultats sont pre´sente´s au tableau 4.4. La note ind signifie qu’il n’a pas e´te´ possible








Tableau 4.4 Identification des fre´quences naturelles et des composantes principales des
de´forme´es modales a` partir des FRF expe´rimentales
4.1.4 Sources d’erreurs
Les re´sultats observe´s semblent cohe´rents (ordre de grandeur des fre´quences naturelles at-
tendu) et permettent d’indentifier certains des modes rigides du moteur sur les supports ainsi
que les principaux composants des de´forme´es modales. Cependant, la re´solution fre´quentielle
ne permet pas d’obtenir une de´finition pre´cise des de´forme´es modales. Ces erreurs sont at-
tribuables a` plusieurs facteurs.
De´composition des forces
Il faut noter que les fonctions de transfert ne tiennent pas compte de la de´composition
vectorielle de la force applique´e. C’est-a`-dire que l’amplitude lie´e a une force unitaire de la
re´ponse est calcule´e en fonction de l’amplitude du signal du marteau d’impact et non de la
quantite´ vectorielle, tel qu’illustre´ a` la figure 4.9.
Les fre´quences naturelles et les modes propres peuvent quand meˆme eˆtre utilise´s en com-
paraison avec le mode`le analytique, si l’on conside`re le fait que les forces applique´es sont
de´compose´es vectoriellement.
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Figure 4.9 De´compositon des forces applique´es
De´couplage des mouvements
Le de´couplage des mouvements s’est ave´re´ plutoˆt difficile. L’amplitude des rotations,
tel qu’attendu, est beaucoup plus grande que l’amplitude des de´placements : la rigidite´ en
rotation est plus faible d’un ou deux ordres de grandeur que la rigidite´ en translation. Ce fait
combine´ a` la faible re´solution en fre´quence des spectres ame`ne des erreurs de calculs. Il est
possible de calculer la rotation autour d’un axe en analysant les de´placements ge´ne´re´s dans
les deux axes orthogonaux a` l’axe de rotation. A` titre d’exemple la rotation autour de l’axe
des y a e´te´ calcule´e a` partir des acce´le´rations mesure´es en x et en z. Les re´sultats divergent
quelque peu ( 4.10).
De plus, l’analyse de la phase est un e´le´ment essentiel a` l’analyse des mouvements prin-
cipaux. A` une fre´quence de re´sonance, la phase varie de fac¸on drastique. A` cause de la faible
re´solution des spectres, ces variations de phase sont peu ou pas observe´es. L’erreur associe´e
a` la phase peut alors mener a` une mauvaise interpre´tation des re´sultats.
Calibration du marteau d’impact
Le laboratoire ne disposait pas d’un marteau instrumente´ permettant de solliciter ef-
ficacement une structure de la taille du ve´hicule. Un marteau de plus grande taille a e´te´
instrumente´ avec un acce´le´rome`tre uniaxial. La calibration a e´te´ faite en frappant sur une
plaque supporte´e par deux capteurs de force. Le facteur de sensibilite´ a e´te´ de´termine´ en
comparant les signaux mesure´s lors d’un impact sur la plaque instrumente´e. La rigidite´ du
bout du marteau instrumente´ fait en sorte qu’il est difficile d’obtenir de bons re´sultats en
basse fre´quence.
4.2 Conclusion de la section expe´rimentale
La me´thode de reconstruction des forces tel que propose´e par M.Lavoie (2009) a e´te´
ame´liore´e pour mieux conside´rer l’inertie de rotation du moteur. A` partir des signaux d’acce´le´ration
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Figure 4.10 Comparaison de la rotation en y reconstruite a` partir des acce´le´rations mesure´es
en x et en z
et de force traite´s par A. Fillon (2009), le spectre des forces ge´ne´re´es par le moteur est re-
construit. Ce spectre contient des informations fre´quentielles, de phase et spatiales qui seront
utilise´es dans le mode`le analytique pre´sente´ dans le prochain chapitre.
Les fonctions de transfert du syste`me de support du moteur ont e´te´ obtenues expe´rimentalement
par des essais d’impact dans diffe´rentes directions. Les spectres obtenus permettent de de´terminer
les fre´quences naturelles du syste`me. Ces spectres permettent aussi d’obtenir une approxima-
tion des de´forme´es modales. Les fre´quences naturelles sont toutefois trop rapproche´es pour
de´terminer avec exactitude ces de´for- me´es. Ne´amoins, les mouvements principaux peuvent
eˆtre identifie´s. Les re´sultats de ces travaux expe´rimentaux serviront a` valider le mode`le ana-




Le processus de caracte´risation du caoutchouc est bien documente´ dans la litte´rature.
La particularite´ de ce travail re´side dans le fait que les courbes de caracte´risation seront
utilise´es dans le processus de design. Cette section pre´sente les re´sultats et les analyses des
essais de caracte´risation dynamique des supports de moteur. Une force harmonique pour des
fre´quences variant de 10 a` 100 Hz est applique´e a` diffe´rents angles (0, 60 et 90 degre´s) et
a` diffe´rentes amplitudes. Il est conside´re´ que les forces ge´ne´re´es par le moteur en re´gime
permanent ge´ne`rent des de´placements creˆte a` creˆte de 0.1 a` 0.3 mm. L’analyse se fait donc
dans cette plage d’amplitudes. Une repre´sentation sche´matique du montage expe´rimental
utilise´ pour la caracte´risation est pre´sente´ a` la figure 5.1.
Figure 5.1 Sche´matisation des essais de caracte´risation
5.1 Rigidite´ en fonction de la fre´quence
La caracte´risation en fre´quence permet de remarquer que la raideur du tampon augmente
avec la fre´quence, particulie`rement dans l’axe de tension. Ce comportement attendu est si-
milaire aux courbes de caracte´risation observe´es dans la litte´rature(Thaijaroen et Harrison
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(2010), Torvik et Bagley (1984). La figure 5.2 pre´sente les courbes de caracte´risation en
fre´quence obtenues pour trois diffe´rents angles de sollicitation.
Figure 5.2 Rigidite´ en fonction de l’angle et de la fre´quence
La rigidite´ peut eˆtre pre´dite ade´quatement par une fonction de la forme K = Ks +
Kd ln(ω), ou` les indices s et d signifient respectivement statique et dynamique. Les pa-
rame`tres trouve´s par cette re´gression ne sont applicables qu’aux supports de cette ge´ome´trie
et du meˆme me´lange de caoutchouc. Le montage expe´rimental utilise´ pour de´terminer la ri-
gidite´ a` 30 degre´s n’a pas permis d’aller au-dela` de 30Hz puisqu’a` cette vitesse des proble`mes
de glissement apparaˆıssent, ce qui vient biaiser les re´sultats. A` priori, cette forme d’e´quation
est transposable a` d’autres formes de supports de moteurs.
5.2 Rigidite´ en fonction de l’orientation
Il est commun dans la litte´rature de traiter la rigidite´ en fonction de l’angle en utilisant
des matrices de rotation d’Euler R. Les axes de tension-compression Kp et de cisaillement
(Kr) sont identifie´s a` la figure 5.1.
Kx,y,z = RKq,r,pR
T (5.1)
Dans le cas de tampons circulaires, Kr = Kq, ce qui simplifie le re´sultat de la rotation
de sorte que la rigidite´ a` un angle θ peut s’exprimer tel qu’a` l’e´quation suivante pour une
de´formation uniaxiale.
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kθ = (kp cos
2 θ + kr sin
2 θ) (5.2)
Il a e´te´ de´montre´ dans nos expe´riences que la raideur dynamique Kd suit bien cette rela-
tion. Cependant, le terme de raideur statique Ks n’est pas aussi bien corre´le´ avec la relation
angulaire. Cette erreur est probablement due au montage ou a` une erreur de manipulation
lors de l’assemblage des e´le´ments de fixation. La section supportant l’outillage est un long
profile´ circulaire qui est susceptible de flamber lors de l’application d’une force suffisament
e´leve´e. En e´valuant la de´flection possible (.05mm), on constate que cette de´flexion est dans
l’ordre de grandeur des de´placements impose´s par les essais de traction (.2mm creˆte a` creˆte
a` la figure 5.2). Il ne s’agit la` que d’une approximation puisque le syste`me re´el est hyper-
statique : la re´partition des forces de´pend des de´formations. La force mesure´e par la machine
de traction s’exprime donc de la fac¸on suivante, ou` y correspond au de´placement impose´ par
la machine et x au de´placement attribuable au flambement.
Fθ = kp cos
2 θy + kr sin
2 θy + (kp − kr) cos θ sin θx (5.3)
Par cette relation, on obtient une rigidite´ de 417 N/mm dans l’axe a` 60 degre´s de l’axe
de tension-compression avec une erreur infe´rieure a` 5%. Il est a` noter que la relation en
angle telle que formule´e dans la litte´rature contient intrinse`quement une relation de non-
line´arite´ : avec la variation de l’angle vient une variation de l’amplitude de de´formation en
tension-compression et en cisaillement , donc, une variation des raideurs respectives. Ce fait
est conside´re´ dans le mode`le dynamique propose´ dans ce me´moire au chapitre 6.
5.3 Rigidite´ en fonction de l’amplitude
Le meˆme type d’essais a e´te´ re´alise´ sur les supports du moteur en faisant varier l’amplitude
de la solicitation. On remarque a` la figure 5.3 que la rigidite´ diminue lorsque l’amplitude
augmente et que cette de´pendance a` l’amplitude semble eˆtre constante dans le spectre des
fre´quences conside´re´es. La diminution de la rigidite´ avec l’amplitude ne suit pas tout a` fait
ce qui est normalement vu dans des e´le´ments simples de caoutchouc isotropique. Les courbes
contrainte de´formation montrent une progression beaucoup plus rapide de la diminution de la
rigidite´ effective avec l’amplitude des de´formations. Dans une pie`ce me´canique plus complexe,
la distribution des contraintes n’est pas uniforme et varie aussi en fonction de l’amplitude
de de´formation. A` mesure que la pie`ce se de´forme, le volume de caoutchouc de´forme´ tend
a` augmenter, ce qui limite la diminution de la raideur avec l’amplitude. La caracte´risation
directe de la pie`ce permet de bien mode´liser ce phe´nome`ne qui sera appele´ effet de forme au
long du me´moire.
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Figure 5.3 Rigidite´ en fonction de l’amplitude
Il est commun dans la litte´rature d’exprimer la de´pendance a` l’amplitude a` l’aide d’un
polynome. Ce type de fonction exprime bien la relation entre la rigidite´ dynamique et l’am-
plitude dans la plage e´tudie´e. Dans le cas e´tudie´ la contribution de l’amplitude est propor-
tionnelle a` la racine carre´e de l’amplitude de de´formation.
k∗(x, ω) = ks + kd − kx
√
x (5.4)
Comme illustre´ dans les figures 5.4a) et 5.4b), la rigidite´ des supports est e´tablie dans
les 2 directions principales et pour toutes les conditions d’utilisation re´pertorie´es dans les
essais expe´rimentaux sur le ve´hicule. Ces fonctions de caracte´risation peuvent eˆtre utilise´es
dans le mode`le complet du ve´hicule.
5.4 Amortissement en fonction de l’amplitude
A` partir des meˆmes essais expe´rimentaux, la valeur C du coefficient d’amortissement peut
eˆtre obtenue. Les valeurs sont pre´sente´es en fonction de la fre´quence et de l’angle ( figure 5.5)
ou de l’amplitude (figure 5.6). Une de´pendance a` la fre´quence et a` l’amplitude est observe´e,
mais elle diffe`re de celle observe´e dans les courbes de rigidite´.
La de´pendance de l’amortissement a` la fre´quence est tre`s forte. Selon la fre´quence du
de´placement impose´, l’amortissement varie entre 6 et 0.4 dans l’axe principal (figure 5.6).
Il a e´te´ de´montre´ dans la litte´rature que l’e´valuation de l’amortissement est un parame`tre
primordial pour mode´liser le comportement dynamique du ve´hicule. La variation significative
de la force viscoe´lastique en te´moigne.
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(a) Axe de cisaillement
(b) Axe de tension-compression
Figure 5.4 Rigidite´ des deux axes principaux du support en fonction de l’amplitude et de la
fre´quence
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Figure 5.5 Amortissement en fonction de l’angle
Le me´lange de caoutchouc utilise´ posse`de des proprie´te´s tre`s inte´ressantes. L’objectif
principal des syste`mes de support de moteur est d’isoler le chaˆssis des forces ge´ne´re´es par le
moteur tout en limitant la mobilite´ de ce dernier. Un amortissement e´leve´ en basse fre´quence
permet d’ame´liorer les performances du syste`me dans cette plage : un taux d’amortissement
e´leve´ permet de re´duire l’amplitude des premie`res re´sonances. En haute fre´quence, il n’y a
plus de risque de re´sonance, les forces visqueuses s’accroissent et sont transmises au chaˆssis.
Un taux d’amortissement plus faible permet de limiter la transmission de ces forces.
Les valeurs d’amortissement selon l’angle suivent les relations e´tablies pour les variations
des rigidite´s. Les valeurs identifie´es sont aussi proportiennelles aux valeurs observe´es pour la
rigidite´. Cette proportionalite´ pourra eˆtre utilise´e dans les optimisations du prochain chapitre.
Finalement, on observe a` la figure 5.6 que la de´pendance de l’amortissement a` l’ampli-
tude est ne´gligeable voire inexistante.
5.5 Repre´sentation dynamique des supports
Les e´tudes de caracte´risation et les re´gressions non-line´aires pre´sente´es permettent de
repre´senter le comportement dynamique de la pie`ce pour la gamme de fre´quences, d’am-
plitudes et d’angles de la plage de fonctionnement in situ du ve´hicule. Il est important
de noter que les fonctions obtenues ne permettent que de repre´senter ce qui est observe´
expe´rimentalement sur ce type de support. Ces fonctions ne se basent par directement sur
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Figure 5.6 Amortissement en fonction de l’amplitude
des phe´nome`mes physiques connus.
Les termes utilise´s pour la repre´sentation du comportement viscoe´lastique s’apparentent
beaucoup a` ceux des se´ries de Prony. Dans les se´ries de Prony, la de´pendance a` la fre´quence
est mode´lise´e par un nombre complexe, ce qui est utilise´ dans le pre´sent travail. Il a e´te´ tente´
d’utiliser la forme des se´ries de Prony pour repre´senter le comportement de la pie`ce, mais
les fonctions pre´sente´es ici ont une meilleure corre´lation avec les re´sultats expe´rimentaux. Il
faut d’ailleurs rappeler que les se´ries de Prony permettent de mode´liser les mate´riaux et non
les effets de forme des pie`ces.
La de´pendance des parame`tres K et C a` l’amplitude, soit l’hypere´lasticite´, est mode´lise´e
par une fonction polynomiale. Contrairement aux fonctions repre´sentant la contribution des
forces visqueuses choisie, cette forme est tre`s largement utilise´e dans la litte´rature. Cette
fonction correspond aussi bien aux tendances des courbes force-de´placement obtenues par des
essais de traction quasi-statique sur des bandelettes du meˆme caoutchouc par Lavoie (2009).
Selon la courbe de caracte´risation force-de´placement obtenue, la fonction polynomiale choisie
peut repre´senter le comportement de la pie`ce pour des de´formations variant de 0 a` 30%, ce
qui correspond a` des de´placements allant jusqu’a` 3mm. Au dela` de cette limite la fonction
polynomiale utilise´e ne peut plus repre´senter ade´quatement le comportement de la pie`ce : le
caoutchouc se rigidifie.
48
5.6 Phe´nome`nes vibratoires non-line´aires
Les caracte´risations re´alise´es a` l’aide de la machine de traction ont permis d’identifier les
proprie´te´s me´canique du support pour des amplitudes et des fre´quences discre`tes et uniques.
Il a e´te´ observe´ sur les courbes de caracte´risation que les comportements hypere´lastiques
et viscoe´lastiques sont inde´pendants. Cependant, certains phe´nome`nes pre´sents dans les
ve´hicules n’ont pu eˆtre reproduits avec la machine de traction. Ces phe´nome`nes sont de´crits
puis mode´lise´s dans cette section.
5.6.1 Comportement sous sollicitation multi-fre´quentielle
La rigidite´ du tampon a e´te´ caracte´rise´e pour des sollicitations me´caniques a` une seule
fre´quence. Comme la rigidite´ de´pend de l’amplitude des oscillations du tampon, une analyse
doit eˆtre faite afin de mode´liser correctement le comportement du moteur lorsque des forces
a` fre´quences diffe´rentes sont applique´es sur la pie`ce. Pour ce faire, le cas simple d’un ressort
non-line´aire est utilise´. L’e´quation de la raideur du ressort est la suivante, ou` x est l’allonge-
ment du ressort.
Kx = K + α
√
x =⇒ FK = (K + α
√
x)x (5.5)
Analyse dans le domaine temporel
Lorsqu’une seule force est applique´e l’e´quation de rigidite´ est approxime´e par une valeur
K*. Tel que montre´ a` la figure 5.7, l’approximation line´aire permet de bien approximer les
valeurs extreˆmes du de´placement, sans toutefois repre´senter parfaitement le comportement
re´el du ressort.
Lorsque des forces de spectres complexes sont applique´s il n’est plus possible de trai-
ter les fre´quences inde´pendamment comme dans un mode`le line´aire. Si l’on conside`re deux
fre´quences de sollicitation, on peut approximer que pour plusieurs cycles la composante de
fre´quence la plus e´leve´e oscillera en moyenne autour de la valeur RMS de la composante de
basse fre´quence : Xrms = xmax/
√
2. La valeur RMS est utilise´e puisque le signe ou la phase
des signaux n’a pas d’effet.
Dans le cas de l’application du ve´hicule, on peut retrouver une multitude de fre´quences
lors du fonctionnement du moteur. Pour e´valuer l’amplitude moyenne autour de laquelle les
de´placements secondaires oscillent, il est possible d’utiliser la densite´ spectrale des de´placements
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Figure 5.7 Re´ponse du ressort sous l’application d’une force a` une fre´quence
de plus basse fre´quence. Ainsi, le de´placement s’effectuera en moyenne autour de cette va-
leur. L’amplitude de la premie`re fre´quence est aussi module´e par la deuxie`me de sorte que la
re´ponse spectrale des fre´quences infe´rieures est aussi augmente´e. L’e´valuation de la rigidite´ a`
une fre´quence donne´e est donc e´value´e ainsi, ou` l’indices d indique que le terme est de´pendant
de la fre´quence et l’indice x signifie que le terme est de´pendant de l’amplitude. La densite´
spectrale est de´finie par le terme D˜.
K(ω) = Kd −Kx(xω + D˜(0 ≤ ω ≤ ωmax))(5.6)
A` titre d’exemple, la me´thode est applique´e a` un ressort non-line´aire, ce qui ne´cessite une
approche ite´rative. La figure 5.8 pre´sente la comparaison de la me´thode a` la solution exacte.



















Figure 5.8 Re´ponse du ressort sous l’application d’une force a` deux fre´quences
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Analyse dans le domaine des fre´quences
Finalement, pour comple´ter la validation, un ve´ritable spectre de force est applique´ au
syste`me analyse´ (figure 5.9).






















Figure 5.9 Re´ponse du ressort sous l’application d’un ve´ritable spectre de force
La densite´ spectrale permet donc de bien mode´liser l’effet des sollicitations multi-fre´quentielles.
Cette mode´lisation est implante´e dans le mode`le principal en calculant les de´placements de
chacun des supports et dans chacun des axes pour toutes les fre´quences. Les rigidite´s effec-
tives de chacun des supports sont recalcule´es puis une ite´ration finale permet d’obtenir les
re´sulats.
5.6.2 Re´sonance d’un syste`me non-line´aire
La re´sonance d’un syste`me non-line´raire comporte une certaine ambiguite´. Lorsque la
re´sonance s’installe, l’amplitude des de´placements augmente. Pour un syste`me line´aire l’am-
plitude des de´placements augmente jusqu’a` ce que la puissance induite dans le syste`me cor-
responde a` la puissance dissipe´e par l’amortissement. Il y a donc une diffe´rence du niveau
de de´placement, donc des de´formations, entre le de´but de la re´sonance et la pe´riode de sta-
bilisation. Pour un syste`me non-line´aire, la fonction de transfert et la fre´quence naturelle
de´pendent de l’amplitude des de´formations. Par conse´quent, lorsqu’un syste`me non-line´aire
tente de se stabiliser, la fre´quence naturelle n’est plus la meˆme a` cause de la variation de la
raideur effective.
Ce fait est observe´ dans le domaine des fre´quences : l’algorithme de re´solution converge
difficilement vers une amplitude de de´placement ou ne converge tout simplement pas. Les
valeurs obtenues sont cycliques : le syste`me varie entre un e´tat de re´sonance et un e´tat de
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non-re´sonance. Pour tenter de mode´liser le comportement moyen du syste`me, il est propose´
de re´soudre les e´quations a` partir des valeurs moyennes de de´placement qu’il est possible
d’obtenir dans le domaine temporel. Les re´ponses maximales et minimales qu’il est possible
d’observer pour un syste`me a` un degre´ de liberte´ est pre´sente´ a` la figure 5.10).























Figure 5.10 Re´ponses possibles d’un syste`me masse ressort non line´aire
Les deux courbes repre´sentent les fonctions de transfert associe´es aux de´placements maxi-
mal et minimal identifie´s dans le processus de convergence de la solution des e´quations. La
re´ponse dynamique du syste`me se situe donc entre les deux courbes. Il est propose´ d’utiliser
la valeur moyenne des de´placements obtenus dans le processus de calcul pour de´terminer la
valeur efficace des rigidite´s dans la plage de re´sonance. Pour ce faire, une fonction permet de
de´tecter les re´sonances et d’e´valuer les de´placements des points d’attaches au moteur et d’en
faire la moyenne.Dans le cas du syste`me a` 6 degre´s de liberte´ e´tudie´, les de´placements sont
calcule´s a` chacun des supports et dans chacun des 3 axes orthogonaux.
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5.7 Conclusion de la section expe´rimentale
Le comportement dynamique du support de moteur utilise´ sur le ve´hicule a e´te´ caracte´rise´.
Les courbes obtenues sont exprime´es sous forme mathe´matique a` l’aide de re´gressions non-
line´aires. Ces courbes de caracte´risation permettent de repre´senter le comportement dyna-
mique de la pie`ce en fonction de la fre´quence, de l’amplitude et de l’angle de sollicitation. Ces
e´quations mathe´matiques seront utilise´es dans le mode`le complet du ve´hicule pour simuler




Cette section pre´sente le mode`le analytique qui a e´te´ conc¸u pour des fins d’optimisation.
Les proprie´te´s non-line´aires des supports de moteur obtenues expe´rimentalement sont uti-
lise´es directement dans le mode`le. Certains phe´mome`nes vibratoires dus aux non-line´arite´s
du caoutchouc sont conside´re´s dans les calculs. Les e´quations e´tablies sont d’abord valide´es
en comparant les re´sultats obtenus a` ceux d’un mode`le de la litte´rature. Le mode`le complet
est quant a` lui valide´ par les fonctions de transfert obtenues expe´rimentalement.
Le mode`le valide´ est ensuite utilise´ pour re´aliser des optimisations des parame`tres des
supports du moteur.
6.1 Structure et parame`tres du mode`le
Le mode`le est construit en se basant sur les e´quations du mouvement de la section 2.1.
Rappelons que les e´quations du mouvement sont obtenues en effectuant l’e´quilibre des forces
et des moments autour du centre de masse du moteur. L’e´quation finale s’exprime sous forme
matricielle, dans le domaine des fre´quences, de la fac¸on suivante.
(−Mω2 + Cjω + K)[q] = [F ] (6.1)
Dans ce mode`le les fonctions de caracte´risation des supports de moteur seront utilise´es.
Les raideurs (K) et les taux d’amortissements (C) expe´rimentaux sont inte´gre´es dans le
mode`le.
(−Mω2 + C(ω,x)jω + K(ω,x))[q] = [F ] (6.2)
A` priori, il n’est pas possible de re´soudre analytiquement cette e´quation diffe´rentielle
non-line´aire. Un algorithme de calcul est utilise´ pour re´soudre l’e´quation de fac¸on ite´rative.
6.1.1 Structure de l’algorithme de calcul
L’algorithme de calcul permet de re´soudre les e´quations du mouvement du moteur sur ses
supports en conside´rant le comportement non line´aire du caoutchouc. La re´solution se fait
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dans le domaine des fre´quences. Pour chacune des fre´quences d’excitation, l’algorithme cal-
cule les de´placements de chacun des supports par convergence ; 5 ite´rations sont ne´cessaires
a` la convergence des de´placements. Apre`s un premier balayage en fre´quence, la densite´ spec-
trale des de´placements est calcule´e. La densite´ spectrale est utilise´e pour mode´liser les effets
combinatoires du syste`me sous excitation a` plusieurs fre´quences. Un deuxie`me balayage est
fait en ajoutant la densite´ spectrale aux de´pacements de chacun des supports pour permettre
de calculer la raideur effective. La dernie`re ite´ration se fait en solutionnant l’e´quation dy-
namique en conside´rant ces rigidite´s effectives. A` proximite´ d’une re´sonance, il est possible
que les de´placements ne convergent pas, en raison des non-line´arite´s. Le de´placement moyen
observe´ dans les 5 ite´rations ne´cessaires a` la convergence des de´placements est utilise´ pour
calculer la raideur effective des supports aux fre´quences de re´sonance.
6.1.2 Parame`tres et dimensions
La matrice de masse a e´te´ de´termine´e a` partir d’un solide e´quivalent posse´dant les dimen-
sions hors tout du moteur et ayant le centre de masse au meˆme endroit. La me´thode utilise´e
donne des valeurs acceptables, l’ordre de grandeur correspond bien a` ce type de moteur.
M =

62 0 0 0 0 0
0 62 0 0 0 0
0 0 62 0 0 0
0 0 0 4.2 0.032 −.26
0 0 0 .032 1.9 0.081
0 0 0 −0.26 0.081 3.9

(6.3)
La positon et l’orientation des supports sont des parame`tres connus. Ils sont de´termine´s
a` partir du dessin technique du moteur indiquant la position du centre de masse et le mode`le
CAD de la structure du ve´hicule. Les vecteurs de position pre´sente´s au tableau 6.1 partent
du centre de masse du moteur vers les supports.
Finalement, les valeurs de raideur et d’amortissement issues de la caracte´risation dyna-
Support x(mm) y(mm) z(mm)
A -185 290 -135
B 110 290 -135
C -185 -208 -135
D 110 -208 -135
Tableau 6.1 Distance des supports de moteur par rapport au centre de masse
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Figure 6.1 Structure de l’algorithme de calcul
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mique des supports sont utilise´es dans le mode`le (figures 5.2, 5.3 et 5.5).
6.2 Validation du mode`le
Avant de pouvoir utiliser le mode`le pour re´aliser des optimisations, il est ne´cessaire
d’en de´terminer la validite´ et les limites. Pour ce faire, les de´placements calcule´s sont com-
pare´s a` ceux obtenus par un mode`le e´quivalent de la litte´rature. Puis, les fre´quences natu-
relles et les formes des modes sont compare´es aux re´sultats des FRF expe´rimentales. Les
acce´le´rations du centre de masse du moteur sont aussi compare´es aux acce´le´rations obtenues
expe´rimentalement. Le mode`le non-line´aire est compare´ a` un mode`le line´aire pour en valider
sa pertinence.
6.2.1 Comparaison du mode`le avec la litte´rature
La base de calcul du mode`le, c’est-a`-dire les e´quations du mouvement, est compare´e au
mode`le de Jeong et Singh (2000). Dans leur publication, les auteurs analysent les effets du
couplage de l’axe d’application du couple sur les autres mouvements rigides. Pour ce faire,
ils proposent d’e´tudier un syste`me de supports de moteur aux dimensions similaires a` ce-
lui e´tudie´ dans ce me´moire. Les raideurs dans leur mode`le sont line´aires. Cependant, ils ne
spe´cifient pas les valeurs de l’amortissement. Ne´anmoins, il est tout de meˆme possible de
comparer les re´sultats avec ceux donne´s par la base de calcul du mode`le pre´sente´ dans ce
me´moire. Pour permettre la comparaison des re´sultats, un amortissement proportionnel a` la
raideur a e´te´ utilise´.
Dans l’exemple pre´sente´ par Jeong et Singh (2000), un couple de 100 Nm est applique´ a`
toutes les fre´quences (de 1 a` 70 Hz) dans l’axe Tra ou axe d’application du couple moteur.
Les re´sultats de leurs simulations ainsi que les re´sultats obtenus par le pre´sent mode`le sont
donne´s a` la figure 6.2.
Les de´placements obtenus se confondent parfaitement. La re´ponse dans les autres axes
a` l’application du couple est pre´sente´e en annexe. Dans tous les cas, les fre´quences natu-
relles et l’amplitude de la re´ponse se confondent. La valeur ou la technique de repre´sentation
de l’amortissement de Jeong et Singh (2000) n’e´tant pas disponibles, on remarque quelques
diffe´rences dans les spectres en dehors des zones de re´sonance. Cependant, ces erreurs ne sont
pas significatives, compte tenu de l’utilisation pre´vue du mode`le. Il semble que l’amortisse-
ment utilise´ est plus faible que celui utilise´ par Jeong et Singh (2000) : les pics de la figure
de re´fe´rence sont un peu plus larges et de plus faibles amplitudes.
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(a) Re´sultats obtenus par Jeong et Singh
(2000)












(b) Re´sultats obtenus par le mode`le du
me´moire
Figure 6.2 Comparaison de la re´ponse du syste`me de Jeong et Singh (2000) en rotation θ
suite a` l’application d’un couple de 100 Nm dans l’axe Tra
6.2.2 Comparaison des fre´quences naturelles
Trois me´thodes sont utilise´es pour comparer les fre´quences naturelles et les de´forme´es mo-
dales a` ce qui a e´te´ observe´ expe´rimentalement : un mode`le line´aire, le mode`le non-line´aire
et un mode`le quasi-line´aire.
Le mode`le line´aire
Pour le mode`le line´aire, les proprie´te´s dynamiques des supports a` 1 Hz et un de´placement
de 0.1 mm sont utilise´es. Ce sont les parame`tres ge´ne´ralement utilise´s pour concevoir un
syste`me de supports de moteur. Aucune ite´ration n’est requise, les fre´quences naturelles et
les mouvements associe´s sont calcule´s a` partir des valeurs propres et des vecteurs propres du
syste`me line´aire a` 6 degre´s de liberte´.
Mode`le non-line´aire
Le mode`le non-line´aire est construit, tel que mentione´ pre´ce´demment, en utilisant les rai-
deurs et les taux d’amortissement caracte´rise´s expe´rimentalement. Il n’est pas possible de
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de´terminer les fre´quences naturelles par le calcul des valeurs propres : pour y parvenir les pa-
rame`tres en fonction de la fre´quence doivent avoir la forme d’un polynoˆme. Alors, des forces,
d’amplitudes correspondant aux forces applique´es expe´rimentalement, sont applique´es dans
toutes les directions. Les fre´quences naturelles sont de´termine´es par l’analyse des spectres
re´sultants.
Mode`le quasi-line´aire
Une version simplifie´e du mode`le est utilise´e pour e´valuer rapidement les valeurs propres
et les vecteurs propres du mode`le. La de´pendance a` la fre´quence de la rigidite´ et de l’amor-
tissement est approxime´e par une droite, ce qui permet d’utiliser la me´thode des valeurs
propres. Les e´quations des droites sont de´termine´es de sorte que la correspondance avec les
proprie´te´s dynamiques expe´rimentales soit la meilleure dans la zone de 10 a` 40 Hz : plage
des fre´quences naturelles qui nous inte´resse. L’e´quation du proble`me aux valeurs propres est
la suivante.
det(−Mλ2 + Cfjλ2 + Cjλ+Kfλ+K) = 0 (6.4)
L’indice f signifie que le terme de´pend de la fre´quence. Dans cette e´valuation, le caracte`re
hypere´lastique des supports de moteur n’est pas conside´re´. On s’attend donc a` une le´ge`re
sure´valuation des fre´quences naturelles
Pre´sentation des re´sultats
Les fre´quences naturelles et les mouvements principaux calcule´s par les me´thodes pre´ce´dentes
sont compare´s au tableau 6.2.
Expe´rimental Mode`le line´aire Mode`le non-line´aire Mode`le quasi-line´aire
F(Hz) Mvt F(Hz) Mvt F(Hz) Mvt F(Hz) Mvt
12 ind, ind 13 x,φ 13.5 x,φ 13.2 x,φ
19 y, ind 18 y θ 20 y θ 19.5 y θ
22 y, α 22 y 23 y, α 22.9 y, α
26 z, ind. 25 z, θ 26 z, θ 25.5 z, θ
30 y, ind 28 y, α 31 y, α 30.4 y, α
38 z, θ 34 z, θ, φ 38 z, θ, φ 38.6 z, φ, θ
Tableau 6.2 Comparaison des fre´quences naturelles et des de´forme´es modales entre les
re´sultats expe´rimentaux et les re´sultats des mode`les
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On remarque une tre`s grande similitude entre les re´sultats expe´rimentaux et les mode`les
line´aire, non line´aire et quasi-line´aire. Le mode`le quasi-line´aire est celui qui permet d’obtenir
la valeur des fre´quences naturelles avec le plus de pre´cision. De plus, pour la plupart des
modes, les mouvements identifie´s et la proportion de leur contribution a` la de´forme´e modale
correspond aussi.
Les fre´quences naturelles identifie´es a` partir des spectres simule´s du mode`le non-line´aire
de´pendent fortement des forces applique´es dans le mode`le. Les forces ont e´te´ choisies pour cor-
respondre le plus possible (amplitude, orientation et point d’application) a` la force applique´e
lors des expe´riences. En re´alite´, la dure´e et la force des impacts applique´s manuellement
diffe`rent d’une fois a` l’autre ; le re´sultat obtenu est donc la moyenne de tous ces impacts.
C’est probablement pourquoi les fre´quences naturelles identifie´es par la re´solution des valeurs
propres est plus pre´cise.
Outre la de´forme´e modale du premier mode, on peut donc conclure que les trois mode`les
permettent d’e´valuer correctement les fre´quences naturelles et les mouvements principaux
associe´s. La proportion et la forme des pics est analyse´e par la comparaison directe des
fonctions de transfert dans la prochaine section.
6.2.3 Comparaison des fonctions de transfert
Les fonctions de transfert obtenues expe´rimentalement (figure 4.7) sont aussi utilise´es
pour valider le mode`le. Les acce´le´rations mesure´es a` chacun des points d’ancrage sont aussi
utilise´es aux fins de comparaison. Pour comparer les re´sultats, un changement de repe`re
(e´quations 4.2 et 4.3) des de´placements et rotations du syste`me d’axe global du ve´hicule obte-
nues par simulation est applique´. Le changement de repe`re permet de calculer les acce´le´rations
par unite´ de force aux points d’attache des capteurs. La figure 6.3 montre la comparaison des
acce´le´rations par unite´ de force dans le repe`re local du support arrie`re gauche pour le mode`le
line´aire, le mode`le non-line´aire et les re´sultats expe´rimentaux. Malgre´ le fait que les ope´rations
matricielles ne soient pas applique´es sur les spectres expe´rimentaux, ils n’en demeurent pas
moins tre`s bruite´s. Les signaux des axes y et z sont utilise´s puisque les acce´le´rations dans ces
axes sont plus grandes et que par conse´quent, ces spectres ont un meilleur ratio signal sur
bruit. Sur la figure (a) la croix indique la position re´elle du pic, sa position a e´te´ de´termine´e
en prolongeant les courbes de monte´e et de descente du pic.
On observe premie`rement que les spectres du mode`le non-line´aire correspondent beaucoup
mieux aux spectres expe´rimentaux que ceux du mode`le line´aire. La similitude est note´e par
la correspondance des fre´quences naturelles et de la proportion entre l’amplitude des pics
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(a) Fonction de transfert en y
























(b) Fonction de transfert en z
Figure 6.3 Comparaison des acce´le´rations en y et en z au support arrie`re-gauche entre les
re´sultats expe´rimentaux et les simulations
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de re´sonance. Sans meˆme se re´fe´rer au spectre expe´rimental, il est possible de constater des
diffe´rences significatives entre le mode`le line´aire et le mode`le non-line´aire. Ce fait tend a`
de´montrer la ne´cessite´ de conside´rer les non-line´arite´s dans la mode´lisation et l’optimisation
de supports de moteur.
6.2.4 Comparaison de la re´ponse force´e
A` partir des forces mesure´es expe´rimentalement par la me´thode des capteurs de force,
le spectre d’acce´le´ration in situ peut eˆtre simule´. Rappelons que les essais pour reconstruire
les forces expe´rimentalement sont faits en retirant les supports. Les spectres d’acce´le´ration
qui y sont associe´s ne peuvent donc eˆtre utilise´s en guise de comparaison. D’autres essais
ont permis d’obtenir les spectres d’acce´le´ration in situ, cependant ces spectres n’ont pas e´te´
acquis a` la meˆme vitesse de rotation du moteur. L’ordre de grandeur des acce´le´rations cor-
respond tout de meˆme a` celui des mesures expe´rimentales. De plus, la proportion des pics
d’acce´le´ration est cohe´rente avec les fre´quences naturelles identifie´es tant par les simulation
que par les essais de FRF. C’est-a`-dire que l’on retrouve une plus grande acce´le´ration dans les
plages ou` des fre´quences naturelles sont identifie´es. Les spectres d’acce´le´ration expe´rimentaux
et nume´riques dans l’axe vertical sont montre´s a` la figure 6.4.
6.2.5 Effet de l’amplitude
Il a e´te´ montre´ dans le chapitre 4, que la raideur des supports tend a` diminuer lorsque la
de´formation du caoutchouc augmente. Pour observer comment ce comportement se traduit
dans le mode`le complet du ve´hicule, des forces et des moments sont applique´es dans toutes les
directions. A` la figure 6.5, on compare les fonctions de transfert pour des forces de diffe´rentes
amplitudes.
On note bien le de´placement des fre´quences naturelles, environ 2 Hz, cause´ par la dimi-
nution de la raideur. Il est inte´ressant de constater e´galement que l’acce´le´ration par unite´ de
force diminue lorsque la force augmente : on pourrait s’attendre a` l’inverse puisque la rigidite´
effective est moindre. Les forces visqueuses, ou l’amortissement, expliquent ce phe´nome`ne. En
effet, les forces visqueuses augmentent de fac¸on line´aire avec l’amplitude de de´formation, ce
qui fait diminuer l’amplitude des pics de re´sonance. A` 15 Hz, on note aussi, malgre´ la faiblesse
de l’amplitude, une modification de la forme du spectre : la contribution des de´placements en z
est re´duite. On peut aussi attribuer cette modification a` l’augmentation des forces visqueuses.
62




















(a) Spectres simule´s a` 900 RPM
(b) Spectre obtenu expe´rimentalement Fillon (2009)
Figure 6.4 Comparaison de l’acce´le´ration in situ en z des signaux expe´rimentaux (600 RPM)
et nume´riques (RPM)
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Figure 6.5 Fonction de transfert en z sous l’application, dans toutes les directions et a` toutes
les fre´quences, de forces de diffe´rentes amplitudes
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6.2.6 De´termination des conditions d’utilisation du ve´hicule
Les spectres de forces obtenus expe´rimentalement par la me´thode ame´liore´e de Lavoie
(2009) ne peuvent a` eux seuls repre´senter toute la gamme de re´gimes moteur lors d’une
utilisation normale de ve´hicule : acce´le´rations, de´ce´le´rations ou arreˆt. Pour reme´dier a` ce
proble`me, un spectre de force repre´sentant le comportement qui serait observe´ sur un ve´hicule
en ope´ration est construit en se basant sur des e´quations statistiques et sur les spectres
expe´rimentaux. Quelques faits sur le comportement du moteur nous aident a` proce´der a`
cette ope´ration.
1. L’amplitude des forces varie de fac¸on line´aire avec la fre´quence.
2. La phase entre les composantes des forces du moteur ne change pas : la se´quence de
combustion du carburant demeure la meˆme peu importe la vitesse.
3. Tous les pics de forces secondaires sont des harmoniques ou multiples de la fre´quence
de la fondamentale (force de plus basse fre´quence).
Les pics de forces sont construits en utilisant des fonctions de distribution normale : on
spe´cifie l’amplitude, l’e´cart type de la fre´quence et la fre´quence moyenne du pic fondamen-
tal. Ces parame`tres sont de´termine´s a` partir des spectres expe´rimentaux. Pour chacune des
fre´quences fondamentales, on positionne les pics secondaires aux multiples de cette fre´quence.
Par conse´quent, la dispersion des pics secondaires est plus grande que celle du pic primaire.
La correction de l’amplitude se fait en appliquant une feneˆtre : une droite qui augmente avec
la fre´quence. La pente de cette droite est calcule´e a` partir des re´sultats expe´rimentaux dispo-
nibles. Ainsi, il est possible de de´terminer les conditions d’utilisation tout en conservant toutes
les informations sur les pics de force primaire et secondaires obtenues expe´rimentalement.
Les spectres de forces sont pre´sente´s a` la figure 6.6.
6.3 Algorithme d’optimisation
Le mode`le analytique de´veloppe´ peut eˆtre utilise´ pour re´aliser des optimisations sur les
parame`tres du syste`me. Le nombre de supports, leur position et leur orientation sont des
parame`tres impose´s qui ne peuvent eˆtre modifie´s par SBI lors du design. Ces parame`tres
sont fixe´s par les fabriquants des ve´hicules re´cre´atifs. Parfois, la dispostion des supports est
de´termine´e selon des crite`res autres que l’isolation des vibrations : facilite´ d’assemblage et
couˆt des e´le´ments de fixation. Ne´anmoins, SBI est amene´ a` proposer une solution pour per-
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Figure 6.6 Spectres de forces base´ sur les re´sultats expe´rimentaux et des analyses statistiques
mettre d’obtenir une performance d’isolation acceptable, meˆme si le choix de la disposition
des supports n’est pas ne´cessairement optimale.
Le module d’optimisation de´veloppe´ pour traduire cette re´alite´ ne permet donc que de
se´lectionner les proprie´te´s souhaitables pour la rigidite´ du support en tension-compression et
en cisaillement.
6.3.1 Description de l’algorithme
L’algorithme d’optimisation utilise´ dans la plateforme de´veloppe´e est un code maison
s’apparentant a` un algorithme ge´ne´tique : l’ide´e de base de l’algorithme ge´ne´tique est adapte´e
spe´cifiquement pour l’application e´tudie´e (Figure 6.7). Un ensemble de solutions possibles
est ge´ne´re´ ale´atoirement. Les valeurs ge´ne´re´es correspondent a` la plage de raideurs et de
ratios de raideurs qu’il est posssible d’obtenir en pratique. La qualite´ de ces solutions est
e´value´e par une fonction de couˆt. Des solutions qui performent le mieux, les parame`tres forts
sont identifie´s : ce sont les parame`tres ayant la plus faible dispersion. Une seconde gamme
de solutions possibles est ge´ne´re´e en utilisant les parame`tres forts de´termine´s a` la premie`re
ite´ration et ces nouvelles solutions sont e´value´es avec la fonction de couˆt. Finalement, une


















Figure 6.7 Structure de l’algorithme d’optimisation
De´termination des parame`tres de non-line´arite´
Le support de moteur caracte´rise´ (c’est-a` dire celui du ve´hicule) sert de re´fe´rence pour la
de´termination des parame`tres permettant d’exprimer mathe´matiquement le comportement
non-line´aire. Il a d’abord e´te´ observe´ expe´rimentalement que les termes viscoe´lastiques et
hypere´lastiques de l’axe de tension-compression et de cisaillement sont proportionnels a` la
raideur de l’axe auquel ils sont associe´s. Cela porte a` croire qu’il est possible d’e´valuer ap-
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proximativement les valeurs des forces hypere´lastiques et viscoe´lastiques a` partir des valeurs
des raideurs des solutions ge´ne´re´es. Dans ce travail, le support caracte´rise´ sert de re´fe´rence
pour de´terminer les ratios entre les parame`tres non line´aires et les raideurs.
Le ratio de ces parame`tres de´pend fortement de la ge´ome´trie du support de moteur. Il est
donc ne´cessaire d’avoir une bonne ide´e du type de support qui devra eˆtre utilise´ puisque ces
ratios sont des parame`tres d’entre´e de l’algorithme.
L’approximation propose´e pourrait eˆtre valide´e ou ame´liore´e par une e´tude de sensibilite´
sur les valeurs e´value´es par une e´tude par e´le´ments finis.
6.4 Optimisations
Diffe´rentes fonctions de couˆt ou d’autres crite`res peuvent eˆtre utilise´s dans le module
d’optimisation. Le choix de la fonction de couˆt est primordial a` la qualite´ de l’optimisation.
Dans la plateforme conc¸ue, plusieurs options sont disponibles : le choix de ces options de´pend
de l’objectif de design et possiblement de proble`mes rencontre´s avec le ve´hicule. Ces diffe´rents
crite`res d’optimisation sont pre´sente´s dans cette section.
6.4.1 De´couplage des mouvements des modes propres
Le de´couplage des modes permet d’obtenir un syste`me plus stable. Les plus grandes forces
ge´ne´re´es par le fonctionnement du moteur sont dans l’axe vertical. Si les modes de transla-
tion sont fortement couple´s avec des modes de rotation, la distribution des forces transmises
et donc des de´placements, peuvent diffe´rer fortement d’un support a` l’autre. Les proprie´te´s
me´caniques des supports plus sollicite´s peuvent s’alte´rer plus rapidement par fatigue et par
vieillissement.
Par inspection des e´quations matricielles dans le domaine des fre´quences, on remarque
que les termes non diagonaux sont responsables du couplage entre les mouvements.
(−Mω2 + Cjω + K)[q] = F[u] (6.5)
Ce couplage entre les modes est de´pendant de la fre´quence : dans les e´quations non-
line´aires propose´es, tous les termes varient en fre´quence de fac¸on diffe´rente. L’objectif de
l’optimisation est de limiter les termes non-diagonaux de la matrice re´sultante D = (−Mω2+
Cjω + K). Afin d’e´viter que les termes diagonaux diminuent seulement par la diminution
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globale de la rigidite´, la norme des termes non-diagonaux est divise´e par la norme des termes
diagonaux. Le syste`me obtenu est donc celui qui posse`de le plus faible ratio entre les valeurs







Bien qu’il s’agisse d’une me´thode modale, il est ne´cessaire de se´lectionner une plage d’ana-
lyse pour tenir compte de la rigidification des supports avec la fre´quence.
Re´sultats
L’algorithme est utilise´ pour optimiser le syste`me e´tudie´. Pour de´montrer les capacite´s
de l’algorithme, des valeurs diffe´rentes pour les supports avants et arrie`res sont de´termine´es.
Les re´sultats sont pre´sente´s au tableau 6.3, le ratio est le rapport entre la raideur en tension-
compression et le cisaillement.
Parame`tre Valeur optimise´e
Rigidite´ avant 430 N/mm
Ratio avant 2.7
Rigidite´ arrie`re 480 N/mm
Ratio arrie`re 2.65
Tableau 6.3 Valeurs obtenues par re´duction des termes diagonaux
Les re´sultats obtenus montrent des rigidite´s axiales plus faibles que les supports utilise´s
(750 N/mm) mais une rigidite´ en cisaillement e´quivalente (150 N/mm). Afin de ve´rifier le
re´sultat de cette premie`re optimisation, la re´ponse verticale (axe z) a` un couple dans les trois
directions est compare´e a` celle du syste`me de re´fe´rence, soit les supports actuellement utilise´s
sur le ve´hicule. (figure 6.8) La plage identife´e par le carre´ rouge correspond a` la plage des
forces applique´es par le moteur en fonctionnement normal.
On remarque tout d’abord que globalement, le syste`me optimise´ est plus faiblement couple´
que le syste`me de re´fe´rence dans la plage de forces normalement ge´ne´re´es par le moteur. Le
couplage entre les mouvements se manifeste lorsqu’une force ou un moment dans un axe
ge´ne`re un autre mouvement. A` la figure 6.8, les couples applique´s (Rx,Ry,Rz) ge´ne`rent un
mouvement de translation verticale du centre de masse. Plus le nombre de pics est impor-
tant, plus il y a de modes posse´dant des composantes de couplage dans la direction illustre´e .
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Figure 6.8 Comparaison du syste`me optimise´ par de´couplage des modes au syste`me de
re´fe´rence
L’amplitude de ces pics montre quant a` elle l’importance du couplage entre les mouvements.
Pour un type de mouvement donne´, plus les mouvements sont couple´s plus l’amplitude de la
re´ponse sera importante suite a` l’application d’une force harmonique dans une autre direction.
A` la figure 6.8, on observe des pics a` 12, 19, 30 et 38 Hz. Ce sont en effet des modes
qui posse`dent a` la fois des composantes de translation en z avec au moins une des trois
composantes de rotation. On remarque que le nombre de pics, cause´s par le couplage entre
les mouvements, du syste`me optimise´ est beaucoup moindre (2 vs 4). De plus, l’amplitude
de la re´ponse est moins importante dans la majorite´ du spectre ce qui indique que les termes
croise´s ayant des composantes en z sont plus faibles. Il y a cependant une zone en basse
fre´quence pour laquelle le couplage est plus important que pour le syste`me de re´fe´rence.
Toutefois, le crite`re d’optimisation est conc¸u pour limiter la sommation du couplage de toute
la plage fre´quentielle des forces ge´ne´re´es par le moteur et c’est effectivement ce que l’on
observe. Il serait aussi possible de ponde´rer les zones du spectre pour cibler des plages de
fre´quence pour lesquelles on veut obtenir le meilleur de´couplage.
6.4.2 Me´thode de corre´lation
Dans certains cas pratiques, il est coutume de concevoir un syste`me d’isolation de sorte
que les fre´quences naturelles du syste`me ne soient pas dans la plage des excitations aux-
quels il est assujetti. Dans le cas d’un syste`me de supports de moteur, la plage des forces
applique´es est grande et couvre ne´cessairement la plage des fre´quences du syste`me d’isola-
tion a` cause des restrictions sur la raideur des supports. Le spectre de forces, permettant
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de repre´senter la gamme comple`te des forces pouvant eˆtre applique´es sur le moteur (figure
6.6), le de´montre bien. L’objectif de ce crite`re est donc de limiter les re´sonances possibles du
syste`me conside´rant le spectre de forces auquel il est soumis.
Un syste`me entre en re´sonance si la fre´quence de la force applique´e est proche d’une
fre´quence de re´sonance du syste`me. De plus, la distribution spatiale de la force d’excita-
tion doit permettre l’apparition de la de´forme´e modale associe´e a` cette fre´quence naturelle.
Inversement, il est souhaitable que les fre´quences naturelles et les formes de modes soient
faiblement correle´s avec la force d’excitation.
L’objectif de cette me´thode est donc de minimiser les risques que le syste`me entre en
re´sonance. La fonction de couˆt associe´e a` ce crite`re est donne´e ci-dessous. Dans cette e´quation,










(ω2 − ω2n)2 + (2ζω)2
(6.7)
Les pics de force primaires et secondaires, selon le re´gime du moteur peuvent eˆtre a`
diffe´rentes fre´quences. Pour l’analyse modale, ils sont traite´s de fac¸on inde´pendante puis-
qu’en pratique, ils ne peuvent se retrouver a` la meˆme fre´quence au meˆme moment : en
fonctionnement normal du moteur les pics secondaires correspondent a` des harmoniques de
la fondamentale.
Les fre´quences naturelles et les de´forme´es modales sont de´termine´es en utilisant le mode`le
quasi-line´aire pre´sente´ pre´ce´demment dans ce chapitre.
Re´sultats
Ce crite`re est utilise´ pour re´aliser une optimisation sur le syste`me e´tudie´ dans le cadre
de ce me´moire. Les re´sultats obtenus sont proches de la solution actuellement utilise´e sur le
ve´hicule (k=750 N/mm et r=5).
Il est plutoˆt inte´ressant de voir que la solution de´termine´e par optimisation est proche
de la solution pratique. Les supports de moteur ont e´te´ conc¸us et teste´s pour rencontrer les
attentes du fabriquant du ve´hicule. On peut conclure que la solution trouve´e nume´riquement
par cet algorithme a de fortes chances d’eˆtre fonctionnelle.
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Parame`tre Valeur optimise´e
Rigidite´ avant 811 N/mm
Ratio avant 5
Rigidite´ arrie`re 708 N/mm
Ratio arrie`re 4.3
Tableau 6.4 Valeurs obtenues par la me´thode de corre´lation
Les de´placements cause´s par l’application du spectre des forces construit a` partir des
re´sultats expe´rimentaux est illustre´ a` la figure 6.9. La re´ponse du syste`me optimise´ est
le´ge`rement infe´rieure a` celle du syste`me pratique.
E´tant donne´ que la solution optimise´e re´pond de fac¸on similaire au spectre de force cre´e´
nume´riquement a` partir des re´sultats expe´rimentaux et que les valeurs issues de l’optimisa-
tion sont similaires aux valeurs du syste`me de de´part, il est possible de conclure positivement
sur la validite´ de la me´thode. Une solution non-optimale, choisie arbitrairement dans une
plage re´aliste de solution, a aussi e´te´ e´value´e. Ce syste`me non-optimise´ de´montre vraisembla-
blement un comportement moins performant, particulie`rement en de´but et en fin de spectre.
6.4.3 Me´thode de corre´lation modifie´e
En pratique, il est possible de rencontrer des cas pour lesquels certaines fre´quences autreS
que les fre´quences de sollicitation du moteur soient sources de proble`mes, par exemple la
vibration excessive d’une partie de la structure. Pour e´viter la re´sonance de cette partie de










(ω2 − ω2n)2 + (2ζω)2
+
1√
(ω2 − ω2prob)2 + (2ζω)2
(6.8)
En principe, on tend a` e´loigner les fre´quences naturelles du syste`me de la fre´quence
naturelle posant des proble`mes.
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Figure 6.9 Comparaison des re´ponses du syste`me optimise´ au syste`me de re´fe´rence et a` un
syste`me non-optimise´
Re´sultats
En supposant, a` titre d’exemple, que le syste`me ne doit pas contenir de modes propres
a` 20 Hz, tout en limitant la corre´lation entre les modes propres et les forces applique´es, les
re´sultats obtenus sont les suivants.
Parame`tre Valeur optimise´e
Rigidite´ avant 828 N/mm
Ratio avant 4
Rigidite´ arrie`re 627 N/mm
Ratio arrie`re 4.3
Tableau 6.5 Valeurs obtenues par la me´thode de corre´lation modifie´e
Les modes propres associe´s a` ces valeurs sont calcule´s a` partir des valeurs propres du
mode`le quasi-line´aire. (Tableau 6.6)
La figure 6.10 pre´sente la re´ponse en x en appliquant une force dans toutes les direc-
tions et un moment autour de tous les axes.. On y observe une plage de 6 Hz autour de
la fre´quence dite proble´matique. De plus, l’amplitude des autres composantes spectrales de-
meure dans une plage de valeurs acceptables. Ces fre´quences sont dans la meˆme plage que le
syste`me de re´fe´rence qui par contre posse`de une fre´quence naturelle tre`s pre`s de 20Hz.
Finalement, la performance globale du syste`me optimise´ est observe´e lorsque le spectre
de force expe´rimental est applique´ au syste`me. (Figure 6.11)
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Figure 6.10 Comparaison des fonctions de transfert du syste`me optimise´ par la me´thode de
corre´lation modifie´e et du syste`me de re´fe´rence obtenue en appliquant une force de 100N et
un couple de 10N a` toutes les fre´quences (0-100 Hz) et dans toutes les directions















Figure 6.11 Comparaison de la re´ponse au spectre de force du syste`me optimise´ par la me´thode










Tableau 6.6 Fre´quences naturelles du syste`me optimise´
La re´ponse du syste`me optimise´ est acceptable bien qu’elle diffe`re quelque peu de la
re´ponse du syste`me de re´fe´rence. Le syste`me optimise´ est en effet nettement plus performant
dans certaines plages mais un peu moins performant dans d’autres plages. Cependant, la
performance a` la fre´quence critique est similaire au syste`me de re´fe´rence qui posse`de une
fre´quence naturelle pre`s de 20 Hz. Le de´placement et par conse´quent la force transmise a`
cette fre´quence demeurent faibles.
On remarque a` la figure 6.10 que les fre´quences propres autour de la fre´quence proble´matique
sont d’assez grande amplitude, ce qui peut expliquer en partie le fait que le syste`me de
re´fe´rence n’ame`ne pas une ame´lioration notable a` cette fre´quence. De plus, le syste`me de
re´fe´rence performe bien sous l’application du spectre : le mode pre´sent a` 20 Hz est pro-
bablement faiblement correle´ au spectre de force dans cette plage. La re´ponse du syste`me
non-optimise´ (figure 6.9) est plus e´leve´e dans cette plage de fre´quences ce qui montre, encore
une fois, l’importance de l’optimisation.
La comparaison de ces trois spectres permet de conclure qu’effectivement la corre´lation
entre la forme des modes et les forces applique´es a un effet conside´rable sur la re´ponse du
syste`me. Malgre´ le fait que le syste`me de re´fe´rence posse`de une fre´quence naturelle dans la
plage proble´matique, la re´ponse demeure tout de meˆme tre`s acceptable.
6.4.4 E´tude de sensibilite´
Les valeurs de´termine´es par optimisation sont des valeurs exactes, en pratique il peut
eˆtre difficile d’atteindre les valeurs cibles avec pre´cision, e´tant donne´ les incertitudes dans le
proce´de´ de fabrication. Une e´tude de sensibilite´ est re´alise´e afin de constater la variabilite´ des
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performances des solutions calcule´es en raison non seulement des imponde´rables de la mise
en forme, mais aussi du vieillissement de la pie`ce. Cette e´tude permet d’e´valuer la sensibilite´
de la fonction de couˆt par rapport aux variations de la raideur en tension-compression et
du ratio de raideur. Une optimisation avec une ge´ne´ration de solutions controˆle´e est re´alise´e,
puis l’e´valuation de la fonction de couˆt est trace´e en fonction des parame`tres de sortie de
l’algorithme. Les zones de bleu sont les solutions performantes alors que les zones vertes sont
les zones moins performantes. Une optimisation a` un seul parame`tre a e´te´ re´alise´e en utili-
sant le crite`re de corre´lation. A` la figure 6.12, cette solution est encercle´e et la solution de
re´fe´rence est marque´e par une croix.
On remarque que l’algorithme a converge´ vers une solution autour de laquelle les so-
lutions adjacentes sont aussi performantes. Il existe des solutions ade´quates dans d’autres
plages, certaines plus performantes particulie`rement pour les supports moins rigides. Cepen-
dant, la surface de ces zones est faible et il peut eˆtre risque´ de viser ces valeurs en fabrication.
Par exemple, la solution de re´fe´rence, se trouve tre`s pre`s d’une zone de moins bonne perfor-
mance. C’est donc dire que les e´carts dans la production ou le vieillissement du caoutchouc
risquent de mener a` une perte de performance.
6.5 Conclusion de ce chapitre
Le mode`le constitue´ permet de repre´senter le comportement dynamique du moteur sur ses
supports en conside´rant les non-line´arite´s du support. En plus des fonctions de caracte´risation
pre´sente´es dans le chapitre 4, le mode`le permet de mode´liser l’effet de forces a` multiples
fre´quences. L’ambigu¨ıte´ de la re´sonance est re´solue en de´terminant les valeurs moyennes de
rigidite´ possible dans la plage de re´sonance.
Le mode`le de´veloppe´ est ensuite utilise´ pour re´aliser des optimisations selon les crite`res
d’inte´reˆt de Soucy Baron Inc. L’algorithme d’optimisation permet d’obtenir rapidement des
valeurs cibles de raideur. L’algorithme est conc¸u pour converger vers des plages de valeurs
autour desquelles toutes les solutions sont acceptables. Le solutions optimise´es ont des valeurs
de sortie et un comportement tre`s proche du support actuellement utilise´ sur le ve´hicule. Ce
syste`me de support est e´prouve´ expe´rimentalement et a des performances juge´es acceptables.
Par conse´quent, on peut conclure positivement sur la qualite´ de la me´thode propose´e dans le
me´moire.
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Figure 6.12 Re´sultat de l’optimisation (valeur de la fonction de couˆt) en fonction de la raideur




Le processus de conception, de´crit et e´value´ dans les chapitres pre´ce´dent, fournit des
re´sultats tre`s pre`s de ce qui a e´te´ observe´ expe´rimentalement. Le mode`le permet de bien
e´valuer les fre´quences naturelles et les mouvements principaux associe´s aux de´forme´es mo-
dales du syste`me. Cependant, quelques questionnements sont souleve´s a` la lumie`re des
re´sultats expe´rimentaux et des mode´lisations.
7.1 Caracte´risation du caoutchouc
Les fonctions utilise´es pour repre´senter le comportement viscoe´lastique de la pie`ce ne cor-
respondent pas toutes a` un mode`le connu du comportement du caoutchouc. La repre´sentation
du comportement viscoe´lastique s’apparente fortement a` une se´rie de Prony, qui utilise une
se´rie de nombres complexes. Les re´sultats obtenus expe´rimenta -lement ont une bien meilleure
corre´lation avec les fonctions de re´gression utilise´es qu’avec la forme complexe des se´ries de
Prony. En fait, les se´ries de Prony sont utilise´es pour caracte´riser les mate´riaux et repre´senter
leur comportement. Elles sont utilise´es dans les mode`les par e´le´ments finis ou dans le cas de
pie`ces simples, faiblement de´forme´es comme dans les traitements de surfaces de type PCLD
(Partial Constrained Layed Damping). Dans ces conditions, les effets de la ge´ome´trie sont
simples et bien connus, ce qui n’est pas le cas des supports de moteur.
Les formes de courbes issues de la caracte´risation s’appliquent a` un seul type de support
de moteur : le type cylindrique a e´te´ e´tudie´ dans ce me´moire. Il se peut cependant, que les
fonctions choisies permettent de repre´senter le comportement d’autres types de supports.
L’utilisation de l’algorithme de calcul ne´cessitera ne´anmoins un effort de caracte´risation dy-
namique pour chaque type de pie`ce rencontre´ afin d’en de´terminer les tendances de compor-
tement non-line´aire.
La caracte´risation de la raideur en fonction de l’angle a mis en lumie`re une certaine di-
vergence avec la relation mathe´matique normalement utilise´e. A` la lumie`re de ces re´sultats,
des travaux par e´le´ments finis ont e´te´ initie´s afin de de´terminer l’effet de la combinaison
des contraintes de cisaillement et des contraintes de tension-compression. De plus, un nouvel
outillage permettant d’expe´rimenter diffe´rents angles de sollicitation est en phase de concep-
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tion. Il est propose´ de modifier la forme de la repre´sentation matricielle de la rigidite´ dans
les axes globaux du support de moteur de la fac¸on suivante.
K =
 ka 0 kar0 ka kar
kar kar kr
 (7.1)
De cette fac¸on, il serait facile d’inclure l’effet combinatoire des contraintes orthogonales.
7.2 Fonctions de transfert expe´rimentales
Les fonctions de transfert de´termine´es expe´rimentalement permettent d’obtenir les fre´quences
naturelles et les mouvements principaux du moteur. Cependant, l’amplitude des spectres ob-
tenus est errone´e, en partie a` cause de la mauvaise calibration du marteau instrumente´.
.
Il est difficile d’appliquer des impacts de qualite´ a` re´pe´tition. Lors de l’acquisition une
centaine d’impacts sont applique´s, dont certains de diffe´rentes dure´es et de diffe´rentes am-
plitudes. Les re´sultats comportent donc tous les signaux d’impact et la re´ponse associe´e. Il
est fort probable que dans le lot des impacts utilise´s pour le moyennage, certains soient de
moins bonne qualite´ : double impact, dure´e trop longue ou amplitude diffe´rente des autres.
La difficulte´ de reproduire les impacts a mene´ au choix des parame`tres d’acquisition qui ne
permettent pas d’obtenir une re´solution fre´quentielle ade´quate pour ce genre de mesures.
La faible re´solution en fre´quence obtenue est une source possible de plusieurs erreurs dans
l’interpre´tation des re´sultats. Lors de la reconstruction des mouvements du moteur a` par-
tir des signaux mesure´s, la pre´cision de la phase est un e´le´ment primordial. Autour d’une
re´sonance, la phase varie de 0 a` pi dans une plage de 1 ou 2 Hz. Si la variation de phase est mal
de´tecte´e, les mouvements de rotation et de translation peuvent se confondre. L’ajout d’un
acce´le´rome`tre directement sur le moteur pourrait permettre d’obtenir de meilleurs re´sultats.
Pour eˆtre raffine´e, la technique devrait permettre d’appliquer les impacts un a` un puis
d’accepter ou de rejeter le re´sultat en fonction de la qualite´ des signaux mesure´s. De cette
fac¸on, il serait possible d’utiliser des parame`tres d’acquisition permettant d’obtenir une
meilleure re´solution en fre´quence ce qui permettrait de mieux identifier la proportion des
mouvements et de se´parer efficacement les composantes de rotation et de translation.
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7.3 Validation du mode`le
Les fre´quences naturelles et les de´forme´es modales identifie´es par le mode`le ont une
tre`s bonne corre´lation avec les fre´quences naturelles et les mouvements principaux identifie´s
expe´rimentalement. Si l’on conside`re les possibles erreurs commises dans l’e´tude expe´rimentale,
l’amplitude des diffe´rents pics identifie´s nume´riquement ne peut faire l’objet d’une validation.
Il est en effet difficile d’obtenir expe´rimentalement les fonctions de transfert d’une structure
complexe non-line´aire. Dans la litte´rature, les mode`les sont valide´s par l’observation des
fre´quences naturelles et des de´forme´es modales. Il n’est jamais possible de comparer directe-
ment les spectres expe´rimentaux aux spectres nume´riques.





masse du moteur est un parame`tre d’entre´e, tout porte a` croire que l’amplitude de la re´ponse
est bien mode´lise´e. De plus, une seconde validation a` partir de re´sultats disponibles dans la
litte´rature montre que l’e´valuation de l’amplitude de la re´ponse se fait bien.Puisqu’il n’est pas
possible de comparer directement les spectres expe´rimentaux et nume´riques, le mode`le devra
eˆtre utilise´ avec prudence lors de la premie`re phase de de´ploiement. Une seconde validation
pourrait eˆtre conside´re´e, si le montage expe´rimental est a` nouveau disponible.
7.4 Validation de la me´thode d’optimisation
Les re´sultats obtenus par les me´thodes d’optmisations sont aussi cohe´rents. La solution
actuellement utilise´e sur le ve´hicule performe bien dans la re´alite´. Cette performance est
aussi traduite par les fonctions d’optimisations. Il s’agit du seul point de validation qualitatif
disponible. Comme pour le mode`le, des validations supple´mentaires seront ne´cessaires avant




8.1 Synthe`se des travaux
L’objectif de ce projet e´tait de concevoir un module nume´rique d’optimisation base´ sur
des e´quations analytiques. Le comportement non-line´aire du caoutchouc a e´te´ caracte´rise´
expe´rimentalement pour une vaste gamme de conditions correspondant a` la plage d’utitilisa-
tion in situ des supports de moteur sur le ve´hicule. Les courbes de caracte´risation de´montrent
un comportement non-line´aire significatif : des variations de 30% de la rigidite´ et de 90%
pour l’amortissement sont observe´es selon la fre´quence et l’amplitude de la sollicitation. Les
courbes de caracte´risation sont utilise´es dans un mode`le analytique du comportement dyna-
mique du moteur. Le mode`le permet de bien pre´dire les fre´quences naturelles et les de´forme´es
modales. Tel qu’il e´tait anticipe´, les fre´quences naturelles et l’amplitude des re´ponses obte-
nues graˆce au mode`le non-line´aire et au mode`le line´aire sont diffe´rentes. On remarque aussi
que le couplage entre les modes n’est pas tout a` fait le meˆme. Des optimisations sur les
parame`tres d’inte´reˆt sont re´alise´es. Les re´sultats des optimisations sur la valeur nominale
des raideurs des supports se rapprochent des valeurs actuellement utilise´es dans le ve´hicule.
L’outil d’optimisation permet donc d’obtenir rapidement des valeurs de raideur cible, ce qui
facilite le processus de design des supports de moteurs tout en limitant le nombre de proto-
types ne´cessaires.
8.2 Limitations de la solution propose´e
L’approche de caracte´risation employe´e permet de bien repre´senter le comportement
du support e´tudie´. Cependant, les courbes obtenues ne permettent pas de repre´senter le
comportement de supports de topologies diffe´rentes, a` moins de faire des approximations.
L’hypothe`se que les proprie´te´s non-line´aires des supports soient proportionnelles a` la rai-
deur nominale est donc utilise´e. La formulation de cette hypothe`se permet d’utiliser les
tendances observe´es lors de la caracte´risation du caoutchouc pour faire les optimisations.
Les solutions optimise´es auront en effet un comportement similaire au support caracte´rise´
expe´rimentalement. Cette hypothe`se est valide pour des supports de meˆme forme et ayant
des dimensions du meˆme ordre de grandeur que le support caracte´rise´. Pour d’autres cas, de
nouvelles se´ries de caracte´risations doivent eˆtre mene´es.
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La caracte´risation a e´te´ faite dans une plage finie d’amplitudes et de fre´quences. Les
termes de viscoe´lasticite´ tendent a` devenir constants et peuvent eˆtre utilise´s pour une plus
grande plage de fre´quence. Cependant, les termes de non-line´arite´ hypere´lastiques sont fiables
dans une plage allant jusqu’a` 30% de de´formations (3mm), apre`s quoi le support tend a` se
rigidifier a` nouveau. Ce phe´nome`ne n’est pas mode´lise´ : les de´formations maximales sont
d’environ 1 mm dans le mode`le et dans la re´alite´.
Finalement, malgre´ les re´sultats cohe´rents obtenus, il sera ne´cessaire d’obtenir des vali-
dations expe´rimentales supple´mentaires avant de pouvoir utiliser la me´thode avec assurance.
8.3 Ame´liorations futures
E´tant donne´ que la me´thode de caracte´risation propose´e ne permet d’obtenir les pro-
prie´te´s que pour une seule ge´ome´trie, il serait inte´ressant de re´aliser une e´tude de sensibilite´
des termes de non-line´arite´ en fonction des dimensions du support. Cette e´tude pourrait eˆtre
faite en utilisant un logiciel de calculs par e´le´ments finis. Il serait possible de de´terminer
les tendances des diffe´rents parame`tres issus de la caracte´risation en fonction du me´lange
de caoutchouc et de la forme. De cette fac¸on, il ne serait plus ne´cessaire de caracte´riser
expe´rimentalement les supports de re´fe´rence.
Le chaˆssis n’a pas e´te´ inclus dans le mode`le pre´sente´. L’ajout du comportement du chaˆssis
permettrait de mieux mode´liser les phe´nome`nes dynamiques en jeu. Le chaˆssis pourrait eˆtre
mode´lise´ par une plaque dont les dimensions sont choisies de telle sorte que les fre´quences
naturelles et les modes propres soient similaires a` ceux observe´s expe´rimentalement. L’ajout
du chaˆssis permettrait entre autres d’utiliser de nouvelles fonctions de couˆt d’optimisation
ayant pour objectif de limiter l’e´nergie transmise au chaˆssis et ressentie par les utilisateurs.
Dans la formulation actuelle du mode`le, il n’est pas possible de calculer l’e´nergie transmise
puisque l’impe´dance de la structure n’est pas connue ou mode´lise´e.
Finalement des fonctions d’optimisation a` plusieurs crite`res pourraient eˆtre formule´es. Ces
nouvelles formulations s’inte´greraient facilement dans la structure de l’algorithme d’optimi-
sation. Une bre`ve e´tude de sensibilite´ a e´te´ pre´sente´e dans le me´moire. Il serait inte´ressant
de reprendre ce genre d’e´tude avec d’autres me´thodes propose´es dans la litte´rature. En effet,
la plupart des proce´de´s d’optimisation ne comportent pas de telle e´tude. Pourtant, dans le
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contexte re´el de la fabrication ,ces pie`ces ne´cessitent une attention particulie`re concernant la
plage de convergence et de la robustesse de la solution choisie.
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ANNEXE A
Description de´taille´e des taˆches
Certains des e´le´ments pre´sente´s dans ce me´moire sont issus du travail de d’autres e´tudiants.
Afin de bien saisir la nature du projet dans son ensemble les principales activite´s du projet
et la contribution des collaborateurs est de´crite. L’ordre des collaborateurs est lie´ au niveau
de contribution de chacun.
Mesures des forces ge´ne´re´es par le moteur
– De´velopper la me´thode expe´rimentale (ML 1)
– Mesurer (ML JCL 2 AF 3)
– Traitement des donne´es (AF, ML, JCL)
Caracte´riser les supports du moteur
– Mesurer (JCL et AEM 4)
– Mathe´matiser les courbes expe´rimentales (JCL et AEM)
– Corre´ler les parame`tres de caracte´risation du support avec les dimensions du support
par FEA (a` venir)
Mesurer les fonctions de transfert
– De´velopper la me´thode de mesure (JCL)
– Mesurer (JCL et ML)
– Analyser les re´sultats (JCL)
Mode´liser le syste`me dynamique
– Programmer le mode`le (JCL)
– Analyser et valider (JCL)
– Optimiser (JCL)
1. Martine Lavoie M.Sc.A.
2. Joel Chamberand-Lauzon
3. Amaury Fillon M.Ing.
4. Amine El Mourid B.Ing.
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ANNEXE B
Fonctions de transferts expe´rimentales et simule´es
Pour des raisons de concision, les fonctions de transfert simule´es ainsi que certaines fonc-
tions de transfert de´termine´es expe´rimentalement dans les repe`res locaux des supports n’ont
pas e´te´ pre´sente´es. Les autres sont pre´sente´es dans cette annexe.


















Figure B.1 Comparaison de la fonction de transfert de l’axe x expe´rimentale et simule´ du
support arrie`re droit
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Figure B.2 Comparaison de la fonction de transfert de l’axe y expe´rimentale et simule´ du
support arrie`re droit



















Figure B.3 Comparaison de la fonction de transfert expe´rimentale de l’axe z et simule´ du
support arrie`re droit
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Figure B.4 Fonctions de transfert des de´placements dans le syste`me d’axe global du moteur
obtenus en appliquant une force de 200N et un moment de 20N dans toutes les directions

















Figure B.5 Fonctions de transfert des rotations dans le syste`me d’axe global du moteur
obtenus en appliquant une force de 200N et un moment de 20N dans toutes les directions
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ANNEXE C
Comparaisons des simulations avec celles de Jeong et Singh (2000)
Cette annexe pre´sente les autres courbes obtenues en comparaison avec les simulation de
l’article de re´fe´rence.





orientation 30 degre´s (Ry)
Tableau C.1 Donne´es de masse et de rigidite´ du mode`le de comparaison
No du support Position (mm)
(rx, ry, rz)
1 (251,-173,-62.7)
2 (251, 182, -71)
3 (-251, -146, -78.3)
4 (-251, 144, -93)
Tableau C.2 Position des supports du mode`le de comparaison
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Figure C.1 Fonctions de transfert de de´placements obtenues par Jeong et Singh (2000) a) x,
b) y c) z
[x]



































Figure C.2 Fonctions de transfert des de´placements obtenus par les simulations de ce me´moire
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Figure C.3 Fonctions de transfert des rotations obtenues par Jeong et Singh (2000) d) θ, e)
φ f) α
[θ]






































Figure C.4 Fonctions de transfert de rotations obtenues par les simulations de ce me´moire
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ANNEXE D
Scripts et codes utilise´s
%--------------------------------------------------------------%
%Nom du script : const_mat.m
%Description : Code permettant de calculer la re´ponse a` un input
% de force









%initialisation du compteur des fn
compte=1;
%% Initialisation de la matrice d’inertie




%% initialisation des de´placements
depl(:,:)=zeros(4,3); % de´placement(f)
depl2(:,:)=zeros(4,3); % densite´ spectrale
force=[5 100 -100 30 10 10];
%% Boucle ite´rative de calcul
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for d=1:2 % 2 balayages en fre´quence
for i=1:600 % a` toute les fre´quence
for r=1:4 % ite´ration de convergence
%%support A
depl=(depl2+depl)*1000;
kf=([1.5e5 0 0; 0 1.5e5 0; 0 0 7.5e5]+...
[5.6 0 0; 0 5.6 0; 0 0 47.5]*...
(1000*log(i/2/pi)));
c=[2678*(i/2/pi)^-.82 0 0; 0 2678*(i/2/pi)^-.82 0; 0 0 11864*...
(i/2/pi)^-.86]*.8;
k=kf-[2.7e4 0 0; 0 2.7e4 0; 0 0 5e4]*...






k=kf-[2.7e4 0 0; 0 2.7e4 0; 0 0 5e4]*...






k=kf-[2.7e4 0 0; 0 2.7e4 0; 0 0 5e4]*...







k=kf-[2.7e4 0 0; 0 2.7e4 0; 0 0 5e4]*...
sqrt(([depl(4,1) 0 0; 0 depl(4,2) 0; 0 0 depl(4,3)]));
C4=C3;
t4=tenseur(-235,-208,-135)/1000;






























%% ici si on vient de passer une re´sonance,...
% on retourne 20/2/pi hz en arriere pour
for res=1:20
%support A
kf=([1.5e5 0 0; 0 1.5e5 0; 0 0 7.5e5]+[5.6 0 0; 0 5.6 0; 0 0 50]*...
(1000*log((i-res)/2/pi))+[2000 0 0; 0 2000 0; 0 0 12000]*...
(((i-res)/2/pi)^(-.84)*j*(i-res)));
k=kf-[2.7e4 0 0; 0 2.7e4 0; 0 0 5e4]*...





k=kf-[2.7e4 0 0; 0 2.7e4 0; 0 0 5e4]*...






k=kf-[2.7e4 0 0; 0 2.7e4 0; 0 0 5e4]*...





k=kf-[2.7e4 0 0; 0 2.7e4 0; 0 0 5e4]*...
sqrt(([depl(4,1) 0 0; 0 depl(4,2) 0; 0 0 depl(4,3)]));
t4=tenseur(-212,-208,-135)/1000;

















%Nom du script : modes.m
%Description : Code permettant de calculer re´soudre le
% proble`me aux valeurs propres d’un syste`me
% quasi-line´aire




%% Initialisation de la matrice d’inertie




%% calcul des matrices de rigidite´ et d’amortissement
k=[1.5e5 0 0; 0 1.5e5 0; 0 0 7.5e5];




































C=[CC1 CC2; CC3 CC4];
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%Nom du script : lecturefrf.m
%Description : Code permettant de lire et traiter les
% resultats frf
















































%% calcul des tenseurs vect.
% attention les positions ne sont





%% re´solution des e´quations vectorielles
I=eye(3);









%Nom du script : creation candidats
%Description : Code d’optimisation
%Auteur : Joel C.-Lauzon
%Date: sept. 2010
%---------------------------------------------------------------%





% fct de cout 1re famille
for i=1:80;
y(i)=opt_correl([K(i) r(i) K2(i) r2(i)]);
end
[a,b]=sort(y);



















y_d(j)=opt_correl([K_d(j) r_d(j) K2_d(j) r2_d(j)])
end
%la meilleure solution
[c,d]=min(y_d);
